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Einleitung

Eine elektronische Schaltung bestehend aus Kondensatoren, Transistoren, Widerstinden
und anderen Bauteilen, die auf kleinstem Raum vollstindig auf einem einzigen Halbleiter-
substrat untergebracht sind, wird als integrierter Schaltkreis (Chip) bezeichnet. Wenn er
aus Millionen von Bauelementen besteht, geschehen der Entwurf und die Realisierung im
VLSI!-Design-Prozess. Fiir anwendungsspezifische Chips, wie sie zum Beispiel in Mobilte-
lefonen benétigt werden, existiert als Teilgebiet das ASIC?-Design.

Der Designprozess lasst sich in drei Phasen einteilen. Auf die funktionale Spezifikation
folgt das Logical Design. Dabei werden logische Bauteile (Circuits) logisch verkniipft. Das
Resultat ist die Netzliste. Im Physical Design wird diese Netzliste realisiert. Wenn eine dis-
junkte Anordnung (Placement) der Circuits auf der Chipfliche gefunden ist, wird das zeitli-
che Verhalten verbessert (Timing-Optimierung, Clocktree-Synthese). Schlief3lich ist eine Ver-
drahtung (Routing) gesucht, die exakt den logischen Verkniipfungen entspricht.

Das Forschungsinstitut fiir Diskrete Mathematik der Universitat Bonn entwickelt in Ko-
operation mit IBM seit mehr als 20 Jahren die BonnTooLs (Korte et al. [2007]), ein Pro-
grammpaket fiir das Physical Design. Mit Hilfe dieses Pakets werden weltweit selbst be-
sonders komplexe Chips erfolgreich entworfen. Die BoNNTooOLS enthalten das Programm
BoNNROUTE®, um ein Routing fiir einen Chip zu bestimmen. Mit diesem Programm wer-
den unter anderem Millionen von kiirzesten Wegen in einem Graphen mit Milliarden von
Knoten berechnet. Der dafiir verwendete Algorithmus wird in Hetzel [1998] beschrieben.
Dieser bestimmt mit Hilfe einer Modifikation des Algorithmus von Dijkstra [1959] zielge-
richtet kiirzeste Pfade, indem Intervalle anstatt einzelner Knoten gelabelt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird der genannte Algorithmus vorgestellt und verallgemei-
nert. Diese Verallgemeinerung wird als Prozedur formuliert und mit Suche_Pfad bezeich-
net. Mit dieser Prozedur kénnen kiirzeste Wege in einem verallgemeinerten Subgraphen
eines dreidimensionalen Gittergraphen bestimmt werden, der als ,, Track-Graph® bezeich-
net wird. AufSerdem konnen verallgemeinerte Kantengewichte verwendet werden. Damit
ist der Algorithmus auch fiir zukiinftige Technologien, 45 nm und dariiber hinaus, effizient
einsetzbar.

Zur Bestimmung eines kiirzesten Pfades in diesem Track-Graph wird eine Laufzeitschran-
ke angegeben. Diese istim Unterschied zu Hetzel [1998] auch fiir mehrere Zielknoten giiltig.
Fiir nur einen Zielknoten ist diese Schranke zudem schirfer im Vergleich zu Hetzel [1998].

Mit den theoretischen Ergebnissen dieser Arbeit wurde die entsprechend Hetzel [1998]
vorhandene Implementierung vom Autor erweitert. Als Beispiel fiir die Suche eines kiirzes-
ten Pfades ist am Ende dieser Arbeit eine Pfadsuche visualisiert.
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Kapitel 1

Pfadsuche im Detailed Routing

Die Theorie der Probleme im VLSI-Design wird in Vygen [2001] beschrieben. Wie in der
Einleitung erwédhnt, beschaftigt sich das Routing mit der Bestimmung der Verdrahtung ei-
nes Chips. Eine detaillierte Beschreibung dazu findet sich in Rohe [2001] und Peyer [2007].

Die Chipfliche F eines Chips ist tiblicherweise durch einen achsenparallelen Quader
gegeben, dessen Seitenldngen durch Xmax, Ymax> Zmax € Zso definiert sind:

F = [Oa xmax] X [Oa }"max] X [0’ Zmax] c Rio

Der Suchraum fiir die Bestimmung einer Verdrahtung wird in BONNROUTE® innerhalb die-
ser Chipfliche F durch einen Graphen modelliert. Hierbei handelt es sich um einen soge-
nannten ,,Track-Graph“ G, der in Abschnitt 1.1 zusammen mit einer Kantenkostenfunktion ¢
definiert wird. Mit diesem Track-Graph muss eine Menge von Pfaden kiirzestmoglich bzgl. ¢
realisiert werden. Dazu nutzt das Programm BONNROUTE® ein zweistufiges Verfahren. Fiir
jeden Pfad wird im Global Routing ein sogenannter ,,Korridor“ berechnet, eine Teilmenge
der Knotenmenge des Track-Graph (vgl. Albrecht [2001], Miiller [2002] und Miiller und
Vygen [2008]). Fiir einen Pfad mit Startknoten S und Zielknoten T induziert die entspre-
chende Teilmenge einen Subgraphen G’ von G, in dem im Detailed Routing ein kiirzester
S-T-Pfad bzgl. ¢ bestimmt wird.

Diese kiirzesten Pfade werden mit dem Algorithmus von Dijkstra [1959] berechnet. Um
die Berechnung schnell auszufiihren, wird in Abschnitt 1.2 gezeigt, wie der Algorithmus von
Dijkstra so modifiziert werden kann, dass er zielorientiert kiirzeste Pfade mit Hilfe eines
zuldssigen Potenzials bestimmt. Zusitzlich werden in Abschnitt 1.3 zwei Funktionen vorge-
stellt, die hierzu als zuldssiges Potenzial in BONNROUTE® genutzt werden und in Hetzel [1995]
und Peyer [2007] angegeben sind. In Abschnitt 1.4 werden diese Modifikationen des Algo-
rithmus von Dijkstra schlief3lich als Prozedur formuliert, die durch Hetzel [1995] und Peyer
et al. [2006] motiviert ist.

In Abschnitt 1.5 wird kurz auf einen anderen Ansatz zur Bestimmung der Verdrahtung
eines Chips eingegangen, bei dem der Suchraum nicht durch einen Track-Graph modelliert
ist.

1.1 Definition des Track-Graph G

Der Track-Graph G ist ein gerichteter Graph. Die verwendete graphentheoretische Notation
orientiert sich im Folgenden an Korte und Vygen [2008].
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1.1.1 Knotenmenge des Track-Graph G

Die Knotenmenge V (G) ist Teilmenge der ganzzahligen Punkte, die in der Chipfliche F
enthalten sind. Es gilt mit den nachfolgend definierten Mengen X, Y und Z:
V(G)cXxYxZ=FnZl,

Definition 1.1.1:
Die Mengen X, Y und Z sind definiert als:

X:={0,...,Xmax}

Y = {0, - ,ymax}

Z:={0,...,2Zmax}
Im Folgenden wird die Knotenmenge V (G) als Vereinigung disjunkter Mengen definiert,
die jeweils die Knoten einer sogenannten Verdrahtungsebene enthalten. Jede Verdrahtungs-

ebene ist mit einem Wert z € Z assoziiert und fiir jede dieser Ebenen ist eine Vorzugsrich-
tung bestimmt.

Definition 1.1.2:
Die Vorzugsrichtung VR(z) einer Verdrahtungsebene z € Z ist entweder als horizontal [ ]
oder als vertikal [ ] definiert.

Wie in der Praxis iiblich, wird im Folgenden angenommen, dass die Vorzugsrichtungen von
zwei benachbarten Ebenen unterschiedlich definiert sind:

Vz,2' € Z: (| -z| =1 = VR(z) # VR(Z'))

In Abhéngigkeit von der Vorzugsrichtung ist fiir jede Verdrahtungsebene z € Z eine Men-
ge T, angegeben, deren Elemente als sogenannte ,,Irack-Koordinaten“ bezeichnet werden.
Fiir diese Mengen gilt:
VeeZ:T.c Y falls VR(z) = horizontal [ ]
X falls VR(z) = vertikal [|1]

Zur leichteren Notation im weiteren Verlauf sind folgende Spezialfille definiert:
Ti1:=0 Topaxt1:=0

Diese Mengen von Track-Koordinaten definieren nun folgendermaflen die x- bzw. y-Koor-
dinaten der Knoten der Verdrahtungsebenen und somit die Knotenmenge V(G):

Definition 1.1.3:
Die Knotenmenge V (G) des Track-Graph G ist definiert als:

V(G):= UVZ

zeZ

Die Menge V', ist fiir eine Ebene z € Z definiert durch:

 J(Te U Te) x Ty x {2} falls VR(z) = horizontal []
C T x (T U T x {2} falls VR(z) = vertikal [ 1]
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Zur Veranschaulichung dieser Definition ist ein Beispiel fiir einen Track-Graph G in Abbil-
dung 1.1.1 auf Seite 4 angegeben.

Da die Knotenmenge V (G) als Teilmenge von Z2 , angegeben ist, sind die Komponenten
eines Knotens v € V (G) als vy, v, und v; definiert:

Definition 1.1.4:
Fiir einen Knoten v = (x, y,z) € V(G) sind die Komponenten von v definiert durch

V=X Vyi=y V3 i=Z.

1.1.2 Kantenmenge des Track-Graph G

Die Definition der Kantenmenge E (G) erfolgt mit Hilfe der beiden Funktionen X, und )/,
die fiir jede Verdrahtungsebene z € Z folgendermaflen definiert sind:

Definition 1.1.5:
Fiir eine Verdrahtungsebene z € Z gelte mit x; < ... < x, und y1 < ... < yp:

V.= {xl,...,xn} X {yl,...,ym} X {z}
Die Funktionen X, und Y, sind jeweils als Projektion auf den Index definiert:

XZ:{xl,...,xn}e{l,...,n} yz:{yl,...,ym}»{l,...,m}

Xi

Die Umbkehrfunktionen sind mit Definitionsbereich 7 folgendermafSen definiert:

oo fallsi>n oo fallsj>m
X7 (i) ={-o00 fallsi<1 V'(j)=4-c0 fallsj<1
Xi sonst Vi sonst

Die Kantenmenge des Track-Graph G ist nun durch folgende Definition bestimmt:

Definition 1.1.6:
Zwischen zwei Knoten (x, y,z) € V(G) und (x',y',2") € V(G) existiert eine Kante

((x..2),(x".y',2')) €E(G)

genau dann, wenn

|(09,2.00) - (). 2.00) | =1 (Gatsz =)

1

(x,y,2)-(x",y, 2| =1 (fallsz#Z').

1
Da die Funktionen X, und ), fiir jede Ebene z € Z streng monoton wachsend und damit
insbesondere injektiv sind, ist eine Kante e = ((x, y,.2), (x',y, z’)) € E (G) von einem der
folgenden drei Typen:
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Typl: x#x' y=y =z
Typ2: x=x" y=+y z=¢
Typ3: x=x' y=y zzZ

Definition 1.1.7:
Eine Kante vom Typ 1 ist eine horizontale Kante, eine vom Typ 2 eine vertikale Kante und
eine vom Typ 3 wird als Via bezeichnet.

Entsprechend der Vorzugsrichtung einer Verdrahtungsebene z € Z kann eine Kante e mit
e € E(G[V.]) als Kante in oder entgegen der Vorzugsrichtung bezeichnet werden:

Definition 1.1.8:

Fiir eine Verdrahtungsebene z € Z mit horizontaler [ | Vorzugsrichtung ist eine horizontale
Kante e € E(G[V.]) eine Kante in Vorzugsrichtung. Dementsprechend ist eine vertikale Kante
e € E(G[V,]) eine Kante entgegen der Vorzugsrichtung.

Die Definition fiir eine Ebene z € Z mit vertikaler [ |1 ] Vorzugsrichtung erfolgt analog.

Ein Beispiel fiir den Track-Graph G eines Chips mit drei Verdrahtungsebenen Z = {0,1,2}
zeigt nachfolgende Abbildung 1.1.1. Da der Track-Graph G fiir jede Kante (v, w) auch die
Riickwirtskante (w,v) enthilt, zeigt das Beispiel einen ungerichteten Graphen. Jedes Via
ist gepunktet dargestellt. Die Track-Koordinaten sind grau eingeférbt und es gilt:

VR(2) = vertikal [lT] |T2| =5 |T1 U T3| =4
VR(I) = horizontal [S] |T1| =4 |T() @] T2| =9
VR(O) = vertikal [lT] |T()| =7 |T,1 @] T1| =4
v i
il FA
Ebene 2 == 4
Ebene 1
Ebene 0

Abbildung 1.1.1: Beispiel fiir einen Track-Graph G
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1.1.3 Kantenkosten des Track-Graph G

Zur Definition der Kantenkostenfunktion ¢ : E(G) — R des Track-Graph G ist fir jede
Verdrahtungsebene z € Z ein Vektor ¢, angegeben. Fiir diesen gilt mit einer Ebene z € Z
und T, = {t1,..., ty}:

— 2n+1
€z = (Cz,+> Cz,—> C,|> Catitys -+ o5 Coptyritn> Costntyogo -+ ’Cz;t2>tl) € Z3g

Die Vektoren sind aus numerischen Griinden rational und deshalb ohne Einschrinkung
ganzzahlig gewihlt. Die Eintriage dieser Vektoren bestimmen die Proportionalitit zwischen
den Kosten einer Kante e = (v, w) € E(G) und ihrer Lange |v — w/; entsprechend folgender
Definition:

Definition 1.1.9:
Die Kantenkostenfunktion ¢ : E (G) — Zs ist fiir eine Kante

e = ((x,32), (5,2)) €E(G)

folgendermafSen definiert:

o Fallsz+7':

falls z < 2’
!/

c(e) - H(x,m—<x',ycz’>ul-{cz’+

c;— fallsz>z

o Falls z = 2’ und VR(z) = horizontal [s]:

IIs x + x’
ce) = |(x,y,2) = (x',y,2)]|. - Cll fa
(e) =[x ,2) = (' ) {CW, Jalls y =

o Falls z = 2’ und VR(z) = vertikal [|1]:

/ IIs x + x'
c(e) = | (x, 3 2) — (&, ¥/, )| - 4 & fa
( ) H( )’ ) ( y )Hl {Cz,” fallsy;ty/

Fiir eine Verdrahtungsebene z € Z mit horizontaler [+ ] Vorzugsrichtung gilt im Allge-
meinen c, v > ¢, | fiiralle y, y" € T, mit [V, (y) — V.(y")| = 1. Analog dazu gilt im Allge-
meinen ¢,y > ¢, fiir eine Verdrahtungsebene z € Z mit vertikaler [|!] Vorzugsrichtung
und x, x" € T, mit |X,(x) - X,(x")| = 1. Daraus folgt, dass ein kiirzester Pfad zwischen zwei
Knoten v, w € V(G) im Allgemeinen grofitenteils aus Kanten in Vorzugsrichtung besteht.
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In BoNNROUTE® gilt fiir die Kosten einer Kante e = (v, w) € E(G) bislang:

[v—w|: falls e ein Kante in Vorzugsrichtung ist.
cle)=1v-w|;-4 falls e ein Kante entgegen der Vorzugsrichtung ist.
[v—wl;-2600 falls e ein Viaist (|v — w|; =1).

Dementsprechend sind die Komponenten eines Vektors ¢, fiir eine Ebene z € Z folgender-
maflen definiert:

. Cz,|| =1
e Czq = Cy— =2600
o Czy,y =4firalle y,y" € T, mit |V,(y) - V.(y")| = L, falls VR(z) = horizontal [%]

o Coxn =4firalle x,x’ € T, mit|X,(x) - X,(x")| = 1, falls VR(z) = vertikal [|1]

1.1.4 Subgraph G’ einer Pfadsuche

Um fiir zwei Mengen S, T € V (G) einen kiirzesten S-T-Pfad zu bestimmen, steht oftmals
nur ein Subgraph G’ von G zur Verfiigung, wie in der Einleitung von Kapitel 1 beschrieben.
Dieser muss kein induzierter Subgraph sein. Als Beispiel fiir einen solchen Graphen G’ ist
die nachfolgende Abbildung angegeben. Der gezeigte Subgraph enthilt keine Kanten ent-
gegen der Vorzugsrichtung. Dies wird allerdings nicht gefordert. Der Track-Graph G ist fiir
dieses Beispiel in Abbildung 1.1.1 dargestellt.

Ebene 2

Ebene 1

Ebene 0

Abbildung 1.1.2: Beispiel fiir einen Subgraphen G’ von G

Fiir die nachfolgenden Kapitel werden der Track-Graph G, ein Subgraph G’, die zwei Men-
gen S, T ¢ V(G') und die Kantenkostenfunktion c als gegeben angenommen.
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1.2 Beschleunigung des Algorithmus von Dijkstra

Nach Definition ist die Kantenkostenfunktion ¢ nicht negativ. Deshalb kann zur Bestim-
mung eines kiirzesten S-T-Pfades in G’ bzgl. ¢ der Algorithmus von Dijkstra [1959] genutzt
werden. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass der Algorithmus mit Hilfe eines zuldssigen
Potenzials beschleunigt werden kann. Als Resultat wird die Prozedur Di jkstra_fc angege-
ben, die zielgerichtet eine Labelfunktion / berechnet, mit dere Hilfe ein kiirzester S-T-Pfad
angegeben werden kann.

1.2.1 Reduzierte Kantenkosten
Eine Funktion 1t : V(G’) — R, welche die Bedingung
V(v,w)eE(G): c((v,w))+m(v)—m(w)>0

erfiillt, wird als zuldssiges Potenzial in G’ bezeichnet. Mit einem zuléssigen Potenzial 7t wer-
den reduzierte Kantenkosten definiert:

Definition 1.2.1:
Die reduzierten Kantenkosten sind fiir eine Kante (v,w) € E(G") definiert als:

e ((vow)) =c((v,w)) +n(v) —m(w)
Mit der folgenden Definition gilt der nachfolgende Satz, der fiir zwei Knoten v, w € V(G')

den Zusammenhang zwischen einem kiirzesten v-w-Pfad bzgl. ¢ und ¢, angibt.

Definition 1.2.2:
Fiir einen Graphen G und zwei Knotenmengen A, B € V (G) wird die Menge aller A-B-Pfade
in G mit Pg (A, B) bezeichnet.

Satz 1.2.3:
Fiir zwei Knoten v,w € V(G') gilt folgender Zusammenhang zwischen der Linge eines kiir-
zesten v-w-Pfades in G’ bzgl. ¢ und cy:

distgr .. (v,w) =distgr . (v,w) + (v) - (w)

Beweis:
Falls Pgr ({v},{w}) = 0, dann gilt:

distgr ., (v,w) = o0 = distgr . (v, w)
Falls Pg: ({v},{w}) # 0, so gilt:

distgr ¢, (v,w) = min{ > cn(e) | PePg ({v}, {w})}

ecE(P)

ecE(P)

min{ Y c(e)+m(v)-m(w) PEPQ'({V}7{W})}

=distgr . (v,w) + 1 (v) = (w)
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Bemerkung 1.2.4:
Damit folgt fiir zwei Knoten v,w € V(G') und einen Pfad P € Pg: ({v},{w}):

cn(P) =distgr ., (v,iw) = ¢(P) =distg (v, w)

Aus numerischen Griinden wird m als rationale Funktion gefordert, die 0.B.d.A. ganzzahlig
ist. Betrachte nun das folgende zulédssige Potenzial:

Definition 1.2.5:
Eine Funktion t: V(G") — Zso wird als future cost bezeichnet, wenn folgendes gilt:

 —T ist ein zuldssiges Potenzial fiir c:
V(v,w) eE(G):c((v,w))+(-n(v)) - (-mt(w)) >0
o T verschwindet auf den Zielknoten:

VieT:n(t)=0
Nach Hart et al. [1968] und Goldberg und Harrelson [2005] gilt folgender Satz:

Satz 1.2.6:
Gilt fiir eine future cost m; und eine andere future cost T,

Vv e V(G : m(v) <m(v),
so folgt fiir S = {s} und T = {t}:

{v e V(G | distgrc_,, (s,v) < distgrc_, (s, t)}

c

{vev(g)

distgr,c_, (s,v) <distgrc, (s, t)}

Dac.x(e) > 0 fiir alle Kanten e € E(G") gilt, kann fiir die Bestimmung eines kiirzesten S-T-
Pfades bzgl. c.; der Algorithmus von Dijkstra genutzt werden. Die gleiche Aussage gilt fiir
die Kantenkostenfunktion c. Fiir |S| = 1 und |T| = 1 ist ein kiirzester S-T-Pfad bzgl. ¢, nach
Bemerkung 1.2.4 auch ein kiirzester S-T-Pfad bzgl. c, allerdings kann der Algorithmus von
Dijkstra nach Satz1.2.6 friiher terminieren, wenn ein kiirzester S-T-Pfad bzgl. c_; bestimmt
wird.

Die Bezeichnung future cost begriindet sich durch folgenden Satz:

Satz 1.2.7:
Fiir einen Knoten v € V(G") und eine future cost n ist 7 (v) eine untere Schranke fiir einen
kiirzesten v-T-Pfad in G’ bzgl. c:

Vv e V(G :m(v) <distgr (v, T)
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Beweis:
Betrachte einen Knoten v € V(G') und einen Knoten ¢t € T. Fiir einen kiirzesten v-¢-Pfad P
in G’ gilt:

cx(P)= Y c(e)+(-n(v))-(-m(t)) >0

ecE(P)
= nv)-n(t)< Y c(e)=distg . (v,1)
ecE(P)
Fir jedes t € T gilt nach Voraussetzung 7 (¢) = 0.
Falls es keinen v-T-Pfad P gibt, gilt distg/ . (v, T) = oo. O

Fiir [S| > 1 oder |T| > 1 kann ein kiirzester S-T-Pfad nicht wie zuvor angegeben bestimmt
werden. Deshalb betrachte den Graphen G', der wie folgt definiert ist:

V(G =V(G)u{stult}
E(G"):=E(G)u{Gv)|veStu{(v.t)|veT}

Der Graph G’ entsteht also aus G’, indem ein Knoten § und eine Kante (3,v) fiir jeden
Startknoten v € S zu G’ und ein Knoten # und eine Kante (v, t) fiir jeden Zielknoten v € T
zu G’ hinzugefiigt wird. Mit einer future cost m definiere fiir diesen neuen Graphen G’ das
Potenzial 7t

T (v) = 0 falls v € {5, ¢}
TP R0 fallsy e V(G

und die Kantenkosten ¢

(o) = 0 fallse ¢ E(G")
" le(e) fallse e E(G).

Mit é_z((v,w)) = c¢((v,w)) — 7t(v) + 7t(w) fiir eine Kante (v,w) € E(G’) ist dann ein
kiirzester §-t-Pfad P bzgl. ¢_z nach gleicher Argumentation wie oben auch ein kiirzester
§-t-Pfad bzgl. ¢. Der Pfad P := P[V(G')] ist nach Defintion von ¢ schliefSlich ein kiirzester
S-T-Pfad bzgl. c.

Bemerkung 1.2.8:
Das Potenzial —u ist zuldssig fiir G', da fiir die zusdtzlichen Kanten ilt:

VveS: ¢((5v))-w(5)+m(v) >0

—_———  —— Y—
=0 =0 >0

VveT: é((v,f))-a(v)+7(f) 20
e



Kapitel 1 Pfadsuche im Detailed Routing

1.2.2 ProzedurDijkstra_fc

In dem Graphen G’ soll mit dem Algorithmus von Dijkstra [1959] ein kiirzester 5--Pfad
in G’ bzgl. ¢_z bestimmt werden. Dazu wird die nachfolgende Prozedur Di jkstra_fc ge-
nutzt, die mit dem Graphen G’, einer future cost m und reduzierten Kantenkosten c_ die
Labelfunktion

1:V(G) = Zxo

bestimmt.

Prozedur Dijkstra_fc(S,T)

@ Initialisierung
fiir alle w € V(G’) tue
| wennw e Sdann [ (w) < 7 (w) sonst [ (w) < oo

S« min{l (w) ‘ we V(g,)}

@ Setze Labels

solange § < cound Av € T: [ (v) < § tue
fiirallev e V(G') : [(v) = § tue
L fiir alle w € T (v) tue

t I(w) <« min{l (w),8+cn ((v,w))}
8 < min {I(v) ‘ veV(g):1(v)> 8}

Das Austfiithren der Operation

fiirallew € I'* (v) tue

L) < min{1(w),8+ e ((v,w)))

fiir einen Knoten v € V(G’) wird im Folgenden als ,,permanent labeln“ von v zu Kosten 8
bezeichnet. Die Prozedur Di jkstra_fc operiert nicht auf dem Graphen G’ sondern auf G/,
sodass in den ersten beiden Zeilen der Initialisierung @ der Knoten § zu Kosten 0 permanent
gelabelt wird. Hierbei gilt fiir die Kanten (5, w) € 8" (§):

C_n ((§,w)) =¢ ((§,w)) —n($)+n(w)=1t(w)=m(w)
—
=0 =0

Bezeichnet §; den Wert § in Iteration k der duflersten Schleife in @, dann ist die Anzahl n
der Iterationen implizit dadurch gegeben, dass §,, = oo gilt oder n — 1 der kleinste Index ist,
fir den ein Zielknoten v € T zu Kosten §,_; permanent gelabelt wurde. Wegen ¢_z(e) = 0
fiir alle Kanten e € 87 (#), gilt distg, ;__(5,%) = min {l(v) ‘ Ve T}. Deshalb ergibt sich ein
kiirzester S-T-Pfad nach Terminierung der Prozedur Suche_Pfad wie folgt:
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1.2 Beschleunigung des Algorithmus von Dijkstra

Bemerkung 1.2.9:
Fiir einen Knoten v € T mit | (v) < oo folgt Pg, (5, v) # 0. Wird fiir jeden Knoten w € V(G")
mit [(w) < oo ein beliebiger Knoten

p(w) e {v' e (w) | 1(v') + E (v w)) = 1 (w) }
gewiihlt, kann mit der Funktion p leicht ein Pfad P € Pg, (5,v) mit
¢x(P)=1(v)=distg ;. (5,v)

bestimmt werden. Da ¢_z(e) = 0 und ¢(e) = 0 fiir alle Kanten e € 8~ (t), ist der Pfad P dann
ein kiirzester 5-T-Pfad in G' bzgl. ¢ und somit P[V(G')] ein kiirzester S-T-Pfad in G' bzgl. c.

Die Prozedur Dijkstra_fc kann frither terminieren:

Bemerkung 1.2.10:
Nach Definition des Algorithmus von Dijkstra kann die Abfrage

veT:1(v)<d
in der dufSersten Schleife von Abschnitt @ durch
BveT:1(v)<d

ersetzt werden und Bemerkung 1.2.9 ist weiterhin giiltig. Wird die Laufzeit der Prozedur
Dijkstra_fc analysiert, muss davon ausgegangen werden, dass ein Knoten v € T der letz-
te zu Kosten 8,1 permanent gelabelte Knoten ist, falls Pg, (5, T) # 0. Deshalb soll die obige
Abfrage nicht ersetzt werden.
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Kapitel 1 Pfadsuche im Detailed Routing

1.3 Future Cost

In diesem Kapitel werden zwei Funktionen vorgestellt, die als future cost m in der Prozedur
Dijkstra_fc genutzt werden konnen, wenn ein Wert ¢, € Z, existiert, sodass fiir die
Kosten einer Kante e = (v, w) = ((x, ,2), (x’,y’,z’)) € E(Q) gilt:

[v-wli-¢c)  falls e ein Kante in Vorzugsrichtung ist

(o) |[v—wl|i-c.  falls e ein Kante entgegen der Vorzugsrichtung ist
c(e) =

[v—-wli-c,s fallsz<z

[v-wl-c,- fallsz>z

Beide Funktionen sind dadurch motiviert, dass der Wert 7t (v) nach Satz 1.2.7 fiir jeden
Knoten v € V(G') eine untere Schranke fiir die Lange eines kiirzesten v-T-Pfades bzgl. ¢ in
g’ ist.

1.3.1 Future Cost ny nach Hetzel [1995]

In Hetzel [1995] wird eine Funktion vorgeschlagen, die durch die L;-Norm motiviert ist und
als future cost genutzt werden kann. Diese Funktion ist auf einem induzierten Subgraphen G
des dreidimensionalen Gittergraphen mit Knotenmenge Z> definiert. Es gilt V(G) = Z*nF
und zwischen zwei Knoten (x, y,z) € V(G) und (x',y’,2’) € V(G) existiert genau dann
eine Kante, wenn |x — x'| + |y — /| + [z = 2/| = 1 gilt.

Zur Definition von my werden zunichst die minimale und maximale z-Koordinate der
Zielknoten mit zL. und zL__ bezeichnet:

min max

zr . =min{v3|veT} zb :=max{vs|veT}

Die Menge T der Zielknoten soll durch eine Menge minimaler Kardinalitit 7 von disjunk-
ten Rechtecken der Form

R[] /] x {2} mit (o2, (F0yfo2) e Tex s 'y

dargestellt sein, sodass gilt:

T=J (RnV(G"))

ReT

Mit dieser Definition wird die Menge T’(zy) fiir eine Verdrahtungsebene z, € Z definiert:

T'(z0) = {(xay, 20) € V(G)

3z: (x,y,2) € | R}

ReT
Mit
T = U T,(Zo)

zoe{zL, ,.Zimax}

12



1.3 Future Cost

ist der Wert gy (v) fiir einen Knoten v € V (G) durch die Lange eines kiirzesten v-T’-Pfades
in G bzgl. ¢’ definiert:

my - \% (G) - ZZO
v = distg o (v, T')

Die Kantenkosten ¢’ sind dabei fiir eine Kante e = ((x, y,2), (x",y',z')) € E(G) gegeben

durch:

min{c”,cl} falls x # x’

min{cy,c falls y # '

C,(e) - H(x’y,z)_(xl’yl’zl)Hl. ' { I J-} ,
min {cz,_, cZ/,+} fallsz > z

min {c; ., ¢} fallsz<z

Da der Graph G fiir jede Kante (v,w) € E (G) auch die Rickwirtskante (w, v) enthilt
und fiir die Kantenkosten ¢’ ((v,w)) = ¢’ ((w,v)) gilt, folgt:

Vv e V(G) : distg, (v, T") = distg o (T', v)

Deshalb ist der Wert iy (v) ebenfalls durch distg (T, v) gegeben und entspricht damit
der Lange eines kiirzesten T’-v-Pfades in G bzgl. ¢’.

Zu zeigen ist, dass ny als future cost in G’ genutzt werden kann. Es folgt nach Definition
von ¢’ und da T Obermenge der Zielknoten T ist, dass 7y (v) eine untere Schranke fiir die
Lénge eines kiirzesten v-T-Pfades in G bzgl. ¢ ist:

ng (v) = distg, (v, T") < distg, (v, T) < distg. (v, T)

Somit ist eine notwendige Bedingung erfiillt, damit ny als future cost genutzt werden kann.
Um die hinreichende Bedingung zu zeigen, betrachte eine Kante (v,w) € E (G). Fur diese
gilt:

g (v) — g (w) = distg,e (v, T') — dist, (w, T') < ¢ ((v, w))

Damit ist die Funktion —my ein zulédssiges Potenzial in G. Weil iy (v) = 0 fiir alle v € T und
G’ ein Subgraph von G ist, folgt deshalb, dass

H :V(G') = Zsg
v(g’)

eine future cost nach Definition 1.2.5 ist.

In der Praxis sollte die Laufzeit des Algorithmus von Dijkstra eine obere Schranke fiir die
Summe der Laufzeiten zur Berechnung einer future cost und der Prozedur Dijkstra_fc
sein. Deshalb wird die Laufzeit zur Berechnung der Funktion ny angegeben.

Fiir |T| = 1kann nty in konstanter Zeit bestimmt werden. Fiir | T| > 1gilt nach Hetzel [1995]
unter Verwendung sogenannter ,,Slab-Methoden™ der Satz:
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Kapitel 1 Pfadsuche im Detailed Routing

Satz 1.3.1:
Es kann in Zeit

o(ITF)
eine Datenstruktur erzeugt werden, die das Bestimmen von ny (v) fiirv € V(G') in
O (log|71)

erlaubt.

1.3.2 Future Cost tp nach Peyer et al. [2006]

In Peyer et al. [2006] wird ein Algorithmus beschrieben, der kiirzeste Pfade in einem in-
duzierten Subgraphen G’ des dreidimensionalen Gittergraphen mit Knotenmenge Z> be-
stimmt. Hierbei gilt V(G’) ¢ F und V(G’) ¢ V(G'). Fir diesen Subgraphen ist eine Kan-
tenkostenfunktion ¢’ folgendermaflen definiert:

lv=wli-¢ falls e ein Kante in Vorzugsrichtung ist

;o JIv=w[i-c.  falls e ein Kante entgegen der Vorzugsrichtung ist
o) lv-wli-c,s fallsz<z'
[v-wli-c,- fallsz>z
Mit
T":= | (RnV(G))
ReT

hat der Subgraph G’ die Eigenschaft:
Vv e V(G') : distg,e (v, T") < distgr (v, T) < distgr,c(v, T)

Der Graph G’ wird so gewahlt, dass V(G') ¢ V(G’) gilt, damit Knotenmengen zu Recht-
ecken zusammengefasst werden konnen. Auf diesen Rechtecken propagiert der Algorith-
mus zweidimensionale Funktionen. Das Ergebnis ist die Funktion

mp 1 V(G') = Zo
v e distgr o (v, T”) .

Nach gleicher Argumentation wie in Abschnitt 1.3.1 impliziert diese die future cost

Tip : V(g,) g Zz().
v(g")

Auflerdem folgt fiir die future cost my:
VveV(G): mu(v) <mp(v)

Daher terminiert die Prozedur Dijkstra_fc entsprechend den Ausfithrungen von Ab-
schnitt 1.2 frither, wenn die Funktion mp anstatt ry als future cost genutzt wird.
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1.3 Future Cost

Wie in Abschnitt 1.1.9 beschrieben, gilt innerhalb von BONNROUTE® cp=Lec, =4 und
Cz+ = Cz,— = 2600 fiir jede Verdrahtungsebene z € Z. Fiir diesen Fall ist die empirisch er-
mittelte durchschnittliche Laufzeit zur Berechnung von mp und anschlieflender Bestim-
mung eines kiirzesten S-T-Pfades mit dem im néchsten Kapitel angegebenen Algorithmus
Suche_Pfad in Peyer [2007] angegeben. Hier wird auflerdem ein Hybridverfahren getes-
tet, bei dem zu Beginn der Prozedur Suche_Pfad entschieden wird, ob die future cost my
oder mp genutzt werden soll. Entsprechend Satz 1.2.6 bewirkt die Nutzung von mp weniger
Labeloperationen der Prozedur Di jkstra_fc, im Vergleich zu ny dauert die Berechnung
von 7tp im Allgemeinen jedoch linger.
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Kapitel 1 Pfadsuche im Detailed Routing

1.4 Einteilung in Blocke

Der Algorithmus, der die in Abschnitt 1.3.2 vorgestellte future cost mp bestimmt, definiert
zudem die sogenannte Blockmenge B. In diesem Abschnitt wird diese Menge B beschrie-
ben. Anschlieflend wird die Prozedur Di jkstra_fc mit Hilfe der Blockmenge B so modi-
fiziert, dass sich die Prozedur Block_Dijkstra_fc ergibt. Diese ist die Grundlage fiir die
im ndchsten Kapitel angegebene Prozedur Suche_Pfad.

1.4.1 Blockmenge B

Die Blockmenge B ¢ 2V(9") enthilt sogenannte Blocke und es gilt mit t = mtp:

1. Jeder Knoten v € V(G') ist Element von genau einem Block:

L B=V(9)

BeB

2. Jeder Block enthilt mindestens einen Knoten:

VBeB:B=0

3. Ein Block B € B enthilt Knoten von nur einer Verdrahtungsebene:

VBeB3dzeZ:BcV,

4. Es existiert eine Funktion ¢z : B x B — R, fiir die gilt:
B,BeB:BcV,B cV,mitz+2
=  V(v,w)€E(B:B'):c,((v,w))=cp(B,B")

5. Es existiert eine Ordnung B = {By, ..., B, }, sodass gilt:
Bi,BjEB:i<j = CB(Bj,Bi)>0
Da die z-Koordinaten aller Knoten eines Blocks B € B iibereinstimmen, wird folgende De-

finition angegeben:

Definition 1.4.1:
Fiir einen Block B € B mit B € V, definiere z (B) := z. Die Menge der Track-Koordinaten Ty
des Blocks B ist definiert als:

. {v2|veB} falls VR(z) = horizontal [ ]
" |{n|veB)Y falls VR(z) = vertikal [ 1]
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1.4 Einteilung in Blocke

1.4.2 ProzedurBlock_Dijkstra_fc

Mit Hilfe der Blockmenge B ist es moglich, die in der Prozedur Dijkstra_fc fiir einen
Knoten v € V(G") ausgefiihrte Operation

l(w)<—min{l(w),6+c_n((v,w))} (1.4.1)

nach Peyer et al. [2006] fiir einige Knoten w € I'" (v) nicht sofort, sondern zu einem spé-
teren Zeitpunkt auszufiihren. In der folgenden Prozedur Block_Dijkstra_fc wird dies
realisiert:

Prozedur Block_Dijkstra_fc(S,T)

® Initialisierung
fiir alle B € B, A € Z tue
| R(B,A) <0
fiir alle w € V(G’) tue
| wennw e Sdann [ (w) < n(w) sonst [ (w) < oo

S« min{l (w) ‘ w e V(Q’)}

@ Setze Labels
solange § < cound Av € T: [ (v) < § tue
fiir alle B; € B tue

Prozessiere Registrierte
fiir alle w € {w eR ‘ Re R(Bi,(S)} tue

L I(w) <« min{l(w),ﬁ}

Prozessiere Block

fiirallev e B;: I (v) = 0 tue
fiir alle w € T* (v) tue
wenn w3 = v3 dann

‘ I(w) « min{l (w),8+cn ((v,w))}

sonst

Sei B € BB der Block mit w € B.
L R (B,8+c5(B;,B)) « R(B,8+cp(Bi,B))u{{w}}

Aktualisiere §
§ < inf {{I(w) [ w e V(G"): 1(w) > 8} u{A>5| 3B B:R(B,A) =0}

Die Knoten v € V(G'), fiir die die Operation (1.4.1) ausgefiihrt werden soll, werden nicht
in beliebiger Reihenfolge prozessiert, sondern es werden nacheinander die Knoten eines
Blocks betrachtet. Die Operation (1.4.1) wird dann mit einem Knoten v € B; € BB nur fiir
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Kapitel 1 Pfadsuche im Detailed Routing

die Knoten w € I'* (v) ausgefiihrt, fiir die sich der Block B € B mit w € B auf der gleichen
Ebene befindet: w3 = v3. Falls w3 # v3, wird der Knoten w als Menge {w} zu der Menge der
registrierten Knoten

R(B,(S + Cn ((vw))) = R(B,(S +cg (B;, B) )

hinzugefiigt. Damit sind alle in R(B, A) mit B € B, A € Z5, enthaltenen Mengen einele-
mentig. Der Grund dafiir, dass der Knoten w als Menge {w} hinzugefiigt wird, wird in Ab-
schnitt 2.5 deutlich. Zu einem spiteren Zeitpunkt, wenn ein Knoten des Blocks B zu Kosten
8" := 8 + ¢ (B;, B) permanent gelabelt werden soll, wird zuerst die Operation

I(w) < min{l(w),8'}

fiir alle Knoten w € B mit {w} € R(B, §’) ausgefiihrt werden.

Bezeichnet §; den Wert § und /; die Labelfunktion / nach Terminierung der Prozedur
Dijkstra_fc und §, den Wert § und I, die Labelfunktion / nach Terminierung der Pro-
zedur Block_Dijkstra_fc, so folgt mit obigem Punkt 5 aus Abschnitt 1.4.1:

« 8 =8,
« {veV(@) | h(v) <&} ={veV(G)]|hL(v) <8}

Damit ist die Korrektheit der Prozedur Block_Di jkstra_fc gezeigt, da mit der Labelfunk-
tion [, der gleiche kiirzeste S-T-Pfad bestimmt werden kann, wie mit der Labelfunktion /;.

Bemerkung 1.4.2:
Die Prozedur Block_Di jkstra_fc kann entsprechend Bemerkung 1.2.10 friiher terminieren,
ohne die zuvor bewiesene Korrektheit zu beeinflussen, wenn die Abfrage

veT:1(v)<d
durch die Abfrage
veT:1(v)<d

ersetzt wird.

1.4.3 Blockmenge B fiir ty

Fiir die in Abschnitt 1.3.1 vorgestellte future cost my kann ebenfalls eine Blockmenge B ange-
geben werden. Mit den dort definierten Werten zL, und z! . ist eine Einteilung in Blocke
mit B = {Bo, s Bzmax} mit

B ={Vo,... V.1 V.

Zmax? *

Ve Ve s Vi )

> " Zmax -1

gegeben durch:
B:={B{nV(¢') | BjeB:B;nV(G) #0}

Die bzgl. B in Abschnitt 1.4.1 formulierten Aussagen 1-3 gelten nach Definition von V(G),
die Aussagen 4-5 nach Definition von 1.
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1.5 Pfadsuche nach Xing und Kao [2002]

1.5 Pfadsuche nach Xing und Kao [2002]

Eine andere Moglichkeit die Verdrahtung eines Chips zu bestimmen, wird in Xing und
Kao [2002] vorgestellt. Im Gegensatz zu dem bisher beschriebenen Ansatz, wird der Such-
raum nicht durch einen Graphen modelliert. Stattdessen wird ein Verfahren zur Berech-
nung von achsenparallelen Liniensegmenten angegeben, deren Aneinanderreihung zwei in
der Chipflache F enthaltene Punkte S und T garantiert kiirzestmoglich miteinander ver-
binden. Um die Berechnung dieser Liniensegmente auszufiihren, wird ein Teilgraph eines
Hanan-Gitters betrachtet, das durch die in der Chipflache F enthaltenen Objekte induziert
ist. Auf den Kanten dieses Teilgraphen werden dann stiickweise lineare Funktionen propa-
giert. Die Kantengewichte sind in Abhédngigkeit dieses Teilgraphen definiert.

Ein Vorteil dieses Verfahrens besteht offensichtlich darin, dass der Suchraum nicht durch
einen Track-Graph modelliert wird und entsprechend eingeschrankt ist. In der Praxis miis-
sen allerdings Millionen von kiirzesten Pfaden berechnet werden, sodass in der Regel viele
Objekte in der Chipflache F enthalten sind. Die angegebenen Laufzeittests wurden auf Tes-
tinstanzen ausgefiihrt, die aus einer einzigen Ebene eines VLSI-Designs generiert wurden.
Diese Ebene enthilt maximal 7000 Objekte. Gerade wenn ein Grofdteil der Verdrahtung
berechnet wurde, ist die Anzahl der Objekte deutlich grofier. Dies impliziert, dass die Teil-
graphen der Hanan-Gitter aus vielen Kanten bestehen und deshalb nicht schnell fiir jede
Pfadsuche neu berechnet werden konnen. Die Laufzeitangabe erfolgt zudem so, dass die
Zeit zur Berechnung dieser Teilgraphen nicht enthalten ist.
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Kapitel 2
Schnelle Pfadsuche

In diesem Kapitel wird die in BONNROUTE® genutzte Prozedur Suche_Pfad vorgestellt. Der
Subgraph G’ wird durch sogenannte Intervalle dargestellt. Diese ermdglichen es, die Pro-
zedur Block_Dijkstra_fc durch das Labeln von Intervallen so zu modifizieren, dass die
schnellere Prozedur Suche_Pfad resultiert.

In Abschnitt 2.1 wird zunéchst die Darstellung von G’ durch Intervalle erklart. Anschlie-
3end wird in Abschnitt 2.2 die Prozedur Suche_Pfad vorgestellt. Diese wird in Subprozedu-
ren unterteilt, die in den nachfolgenden Abschnitten optimiert und auf Laufzeit untersucht
werden. Die Gesamtlaufzeit der Prozedur Suche_Pfad wird schlief3lich in Abschnitt 2.7
angegeben. Das Ergebnis eines Aufrufes von Suche_Pfad ist in Abschnitt 2.8 visualisiert.

Die Funktion 7t : V(G') — Zs istim Folgenden eine future cost. In Abhingigkeit von die-
ser Funktion 7 soll entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 1.3 die Blockmenge B an-
gegeben sein. Falls 7 nicht durch eine der in Abschnitt 1.3 beschriebenen Funktionen gege-
ben ist, muss die Blockmenge B entsprechend berechnet werden. Die Blockmenge B soll so
gespeichert werden, dass fiir einen Block B; € B die Menge {B € BN {B;} ‘ E(B;:B) # 0}
der ,benachbarten Blocke von B;“ in Zeit O(log|Z|) bestimmt werden kann. Auflerdem
sollen fiir jedes Element dieser Menge die Kosten c(B;, B) ebenfalls in Zeit O(log|Z|) be-
stimmt werden konnen. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass die Funktionen &, und ), sowie
X! und Y, fiir jede Verdrahtungsebene z € Z in konstanter Zeit zur Verfiigung stehen.
Die Kantenkostenfunktion ¢ soll ebenfalls in konstanter Zeit zur Verfiigung stehen. Dies
kann jeweils zum Beispiel mit Hilfe eines Arrays ermdglicht werden.

2.1 Intervalle

Der Graph G’ kann tiblicherweise durch eine Adjazenzmatrix oder eine Adjazenzliste darge-
stellt werden. Die Knotenmenge V(G') kann in der Praxis allerdings 10" Knoten enthalten.
Deshalb ist eine solche Darstellung ineffizient und soll im Folgenden nicht genutzt werden.
In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie der Graph G’ in der Praxis durch Intervalle dar-
gestellt werden kann und welche Eigenschaften die entstehenden Intervalle besitzen.

2.1.1 Darstellung von G’ mit Intervallen

Es wird zunéchst die Intervallmenge 7 definiert.
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2.1 Intervalle

Definition 2.1.1:
Fiir eine Ebene z € Z und eine Track-Koordinate t € T, ist die Intervallmenge T, (t) € 2V(G")
als Menge minimaler Kardinalitit definiert, sodass die folgenden fiinf Bedingungen erfiillt sind:

) 1=V(G)n (T, U Ton) x {t} x {z}  falls VR(z) = horizontal [ ] (2.1.12)
IeZ.(1) {t} x (T;m1 U Tzn) x {2z} falls VR(z) = vertikal [ 1] o

VieZ,(t)IBeB:1CB (2.1.1b)

VIeZ, (t): (In(SUT)#0 = |I|=1) (2.1.1c)

VIeZ, (t)3ar e {c,0,~¢c|}Vv,wel: m(v)-m(w)=a;- (ZZ: (vi - w,-)) (2.1.1d)

i=1

VIeZ, (t): G [1] ist zusammenhingend (2.1.1e)

Ein Element von I, (t) wird als Intervall bezeichnet. Die Menge der Intervalle einer Ebene
z € Z und die Menge aller Intervalle sind definiert durch:

I(z):=JZ.(¥) I:=JZ(2)

teT, z€Z
Mit dieser Definition kann die Menge der Intervalle eines Blocks B € B angegeben werden:

Definition 2.1.2:
Fiir eine Verdrahtungsebene z € Z und einen Block B € B mit B C V, ist die Menge der
Intervalle einer Track-Koordinate t € Tg von B definiert als:

Ip (t):={leZ,(t) |1c B}
Die Menge aller Intervalle eines Blocks ist definiert als:

Z(8)= T (1)
teTy

Ein Intervall I € Z ist nach Definition eine zusammenhiangende Teilmenge der Knoten-
menge V(G') und jede Kante e € E(G'[1]) ist eine Kante in Vorzugsrichtung. Als Bei-
spiel fiir eine Menge Z ist die nachfolgende Abbildung 2.1.1 angegeben. Intervalle, die mehr
als einen Knoten enthalten, sind rot eingezeichnet. Der Graph G’ entspricht dem in Ab-
bildung 1.1.2 auf Seite 6 dargestellten Subgraphen. Die Menge T ist durch den griin einge-
zeichneten Knoten gegeben. Die future cost m ist durch die in Abschnitt 1.3.1 beschriebene
Funktion nyy gegeben. Damit ist die Blockmenge B gegeben durch:

B= {VO nV(G),V,nV(G),Vin v(g’)}
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Ebene 2

R TR
)

[ )

Ebenel

Ebene 0

Abbildung 2.1.1: Beispiel fiir die Intervalle (rot) eines Subgraphen G’

In der Praxis kann die Menge Z, (t) fiir eine Verdrahtungsebene z € Z und eine Track-
Koordinate ¢ € T, als Suchbaum implementiert werden. Folglich kann fiir einen Knoten
v e V(G') in Zeit O(log|Z|) das Intervall I € Z mit v € I bestimmt werden.

Um die Menge I'"(v) der Nachbarn eines Knotens v = (x, y,z) € V(G’) angeben zu
konnen, bezeichne zundchst die Mengen potenzieller Nachbarknoten von v in G folgender-
maflen mit Nx (v), Ny (v) und Nz (v):

« potenzielle Nachbarn in x-Richtung

Nx (v) = {1 (A (x) = 1), X7 (X (x) +1) | x {y} x {z}
« potenzielle Nachbarn in y-Richtung

Ny (v) = {x} % {31 (3:() - 1), 27 (02 () + 1)} x {2}
« potenzielle Nachbarn in z-Richtung

Nz (v) = {x} x {y} x {z-Lz+1}

Nach Definition von G gilt fiir einen Knoten w € V(G):
(v,w)€E(G) = weNx(v)uNy(v)wNz(v)

Da G’ Subgraph von G ist, folgt fiir einen Knoten v € V(G’) und das Intervall I € Z mitv € I:

(v,w) € E(g')

weNx (v)UNy (v)uNz(v) und 3JJeZ:weJAE(l:])+0
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Die Funktionen X, X, ! und )),, ;! stehen nach Voraussetzung fiir alle Ebenen z € Z in
konstanter Zeit zur Verfiigung. Aulerdem kann in Zeit O(log|Z|) fiir einen potenziellen
Nachbarknoten w € Nx (v) u Ny (v) u Nz (v) entschieden werden, ob es ein Intervall
J € Z mit w ¢ ] gibt. Fiir dieses Intervall soll es dann mdglich sein, in konstanter Zeit zu
entscheiden, ob E(I : J) = 0 gilt. Damit kann die Menge I'* (v) in Zeit O(log|Z|) bestimmt
werden.

2.1.2 Future Cost auf Intervallen

Im weiteren Verlauf werden folgende Definitionen bendtigt:

Definition 2.1.3:
Fiir eine Knotenmenge 1 € V(G'") definiere:

X(I):={wv|vel} Y1) :={v|vel}

Mit 1 ¢ V, definiere z(1) := z. Falls X(1) = {x} definiere x(1) := x und falls Y(I) = {y}
definiere y(I) := y.

Die Bedingung (2.1.1d) der Definition der Intervallmenge 7 ermdglicht es, den Wert 1t (v)
fir jeden Knoten v € I zu berechnen, wenn 7 (7) fiir ein festes ¥ € I bekannt ist. Deshalb
sollen fiir jedes Intervall I € Z die Werte a; und y; := n(v) mit

V= (minX (I),minY (I),z (I))
gespeichert werden. Wegen
Vvel: n(v)=yi+ar-(mi—n+v2—72)
wird folgende Funktion fiir ein Intervall I € Z angegeben:

Definition 2.1.4:
Seiz € Zund t € T,. Fiir I € Z,(t) definiere:

o Falls VR(z) = horizontal []:

feost (1) : X(I) - Zso
x ~yr+ar- (x - minX(I))

o Falls VR(z) = vertikal [I}]:

fcost("I):Y(I) — Lo
Yy = yrtar- (y—minY(I))

Fiir ein Intervall I € Z soll der Wert mt(v) fiir einen Knoten v € I im Folgenden stets mit
Hilfe der oben definierten Funktion f.os (-, I) bestimmt werden.
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2.1.3 Reduzierte Kantenkosten auf Intervallen

Betrachte ein Intervall I € Z und eine Kante e = (v,w) € E(G'[1]). Im Folgenden wird
gezeigt, dass der Wert aj ausreicht, um die reduzierten Kantenkosten c_(e) anzugeben.
Die Kante e ist nach Definition der Intervallmenge Z eine Kante in Vorzugsrichtung und
fir die Kantenkosten ¢ (e) gilt:

c(e)=cp-|lv-wl,=cj-[vi—w1+vs—w
Auflerdem gilt mit (2.1.1d):
n(v)-n(w)=ar- (v —w+v2—wy)
Wegen ag € {c|,0, —c| } folgt damit fiir die reduzierten Kantenkosten:

cx (€)= ()~ (m(v) ~m(w))

CH-|v1—w1+vz—wz|—a1-(v1—w1+vz—w2)e{0,c(e),c(e)~2}

Die folgende Tabelle gibt fiir ein Intervall I € Z mit z := z(I) die reduzierten Kantenkosten
c.x (e) in Abhangigkeit von aj und der Richtung der Kante e = (v, w) € E(G'[1]) an:

’ VR(z) = horizontal [*5] ‘

ap = ¢ a;r=0 ap = —¢|
(n>w) <« 0 c(e) c(e)-2
(vp<w) - c(e)-2 c(e) 0
’ VR(z) = vertikal [{]
ar = ¢ ar=0 ap = —¢|
(va>wy) | 0 c(e) c(e)-2
(va<wy) 1 c(e)-2 c(e) 0

Als Beispiel fiir die reduzierten Kantenkosten der Kanten eines Intervalls betrachte ein
Intervall I = {vy, v2,v3,v4,v5} mit ay = ¢| und

E(G']) ={(vivinr) | i€ {L..., 4} }u{(vi,vizr) | i € {2,...,5}}

Mite; := (v;, vi) firi € {1,..., 4} sind die reduzierten Kantenkosten folgender Abbildung
zu entnehmen:

c(er)-2 c(e) -2 clez)- 2 c(eq) 2
O /\A P N
WSV 2\/1,'3\/; 4\/1,'5
0 0 0

0

Fiir ein Intervall I € Z konnen die reduzierten Kantenkosten c_ (e) einer Kante e = (v, w)
mit e € E(G'[I]) also ohne Bestimmung der Differenz 1t (v) — 7 (w) angegeben werden,
wenn der Wert o bekannt ist.
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2.1 Intervalle

2.1.4 Anzahl der Intervalle

In BoNNROUTE® wird die future cost m = my bzw. m = mp genutzt. In Peyer [2007] ist die
Anzahl an Intervallen |Z| im Verhiltnis zur Anzahl an Knoten |V (G")| empirisch ermittelt.
Es folgt, dass die Anzahl der Intervalle Giblicherweise deutlich kleiner als die Anzahl der
Knoten ist:

[zl < V(@)
Die Ergebnisse zeigen, dass die Anzahl der Intervalle fiir Chips der 130 nm und 90 nm Tech-
nologie etwa 23 mal geringer als die Anzahl der Knoten ist.

2.1.5 Prozedur Label_Intervall

Im Folgenden wird die Intervallmenge Z und fiir jedes Intervall I € Z die Funktion f,ss (-, I)
und der Wert aj als gegeben vorausgesetzt. Mit der Darstellung von G’ durch Interval-
le wird eine schnelle Realisierung der Prozedur Block_Dijkstra_fc im néchsten Ab-
schnitt angegeben, die mit Suche_Pfad bezeichnet wird. Diese Prozedur nutzt die Prozedur
Label_Intervall(A,w,]). Der Aufruf erfolgt fiir einen Wert A € Zs, ein Intervall ] € Z
und einen Knoten w ¢ ] und bewirkt die folgenden Operationen:

I(w) «min{l(w),A}
fiiralle w € I (w) N Jmit I (w) + c.. ((w,w)) < 1 () tue
L Label_Intervall(l(w) +c_, ((w, w)),w,])

In Abschnitt 2.3 wird eine schnelle Realisierung der Prozedur Label_Intervall angege-
ben, die die obigen Operationen nicht explizit ausfiihrt.
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2.2 Prozedur Suche_Pfad

Die in Abschnitt 1.4 angegebene Prozedur Block_Dijkstra_fc wird mit Hilfe der Inter-
vallmenge 7 modifiziert. Die neue Prozedur wird mit Suche_Pfad bezeichnet und bewirkt
folgende Operationen:

® Initialisierung
fiir alle B € B, A € Z5 tue
| R(B,A) <@
fiir alle w € V(G’) tue
Sei ] € Z das Intervall mit w € J.
wenn w € S dann
| Label_Intervall(m(w),w,])
sonst
| Label_Intervall(oco,w,])

8 < min{I(w)|weV(G)}

@ Setze Labels
solange § < cound Av € T: [ (v) < § tue
fiir alle B; € B tue
Prozessiere Registrierte
fiir alle ] € Z (B;) tue
L fiir alle w € {we]mR ‘ ReR(Bi,(‘S)}tue
| Label_Intervall($,w,])

Prozessiere Block
fiirallev e B;: [ (v) = § tue
fiirallew € I'* (v) tue

wenn w3 = v3 dann
SeiJ € Z das Intervall mit w € J.

Label_Intervall(6 +Coq ((v, w)) W, ])
sonst
Sei B € B der Block mit w € B.
L R(B,8+cp(Bi,B)) « R(B,5+cs(B;,B))u{{w}}

Aktualisiere §
8« inf {{I(w) |weV(G"):1(w) > 8} u{A>35|3B; e B:R(B;,A) + 0} }

Diese Prozedur benutzt die Prozedur Label_Intervall,um den Wert /(w) fiir einen Kno-
ten w € V(G') zu modifizieren. Die Anzahl der Aufrufe von Label_Intervall kann redu-
ziert werden, wie in den nachfolgenden Abschnitten gezeigt. Daher impliziert eine schnelle
Realisierung der Prozedur Label_Intervall eine schnelle Realisierung von Suche_Pfad.
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2.2 Prozedur Suche_Pfad

2.2.1 Korrektheit von Suche_Pfad

Bezeichnet I! die Labelfunktion ! nach Terminierung von Block_Dijkstra_fc aus Ab-
schnitt 1.4 und [? die Labelfunktion ! nach Terminierung der Prozedur Suche_Pfad, so
wird in diesem Abschnitt gezeigt, dass mit der Funktion [* der gleiche kiirzeste S-T-Pfad
bestimmt werden kann, wie mit der Labelfunktion I'. Dazu werden zunichst die Unter-
schiede beider Prozeduren betrachtet, von denen es insgesamt zwei gibt. Der erste Unter-
schied besteht darin, dass die Labeloperation

I(w) < min{l (w) ,A}

firr einen Knoten w € J durch den Aufruf der Prozedur Label_Intervall(A,w,]) ersetzt
ist. Wie in Abschnitt 2.1.5 angegeben, bewirkt diese Prozedur folgende Operationen:

I (w) < min{l(w),A}
fiiralle w € I (w) n T mit I (w) + c.. ((w,w)) < [ () tue
L Label_Intervall(l (W) +c_n ((W,W)) W, I)

Diese Vorgehensweise wird als ,,Labeln von Intervallen® bezeichnet.
Der zweite Unterschied betrifft den mit Prozessiere Registrierte bezeichneten Abschnitt
der Prozedur Block_Dijkstra_fc. Die Operationen

fiirallew e {w e R ‘ ReR (B;,5)} tue
L I (w) < min{l (w), 8}

sind ersetzt durch:

fiir alle ] € Z (B;) tue
fiirallew e {w e JnR ‘ ReR (B;,5)} tue
| Label_Intervall(§,w,])

Dies bedeutet allerdings nur, dass die Knoten w € {w eR ‘ ReR (B, 6)} in einer vorgege-
benen Reihenfolge prozessiert werden, denn nach Definition der Intervallmenge 7 gilt:

) 7=B;

JeZ(B;)

Der Unterschied der Prozeduren Block_Di jkstra_fcund Suche_Pfad,der I'(v) # [*(v)
fiir einen Knoten v € V(G') implizieren kann, besteht also darin, dass Intervalle gelabelt
werden.

Im Folgenden wird gezeigt, dass mit der Labelfunktion I* der gleiche kiirzeste S-T-Pfad
bestimmt werden kann, wie mit der Labelfunktion I'. Die Prozedur Block_Di jkstra_fc
wird dazu mit Superskript 1 und die Prozedur Suche_Pfad mit Superskript 2 bezeichnet.
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Fiir die Prozedur Block_Dijkstra_fc ist 6}< durch den Wert § der k-ten Iteration und l,lc
als Labelfunktion ! nach der k-ten Iteration der Schleife in Teil @ von Block_Dijkstra_fc
definiert. Damit ist folgende Menge definiert:

NL = {v e V(G

I(v) = 8

Auflerdem bezeichne R!(B;, A) die Mengen R(B;, A) mit B; € BB, A € Zso und n}, . die An-
zahl der Iterationen der Schleife in @. Analog fiir die Prozedur Suche_Pfad. Der Graph g,
der Knoten 5§ und die reduzierten Kantenkosten ¢_; sind entsprechend den Ausfithrungen

in Abschnitt 1.2.1 gegeben.

Bemerkung 2.2.1:
Nach Definition der Prozeduren gilt fiir jeden Knoten v € V(G'):
e Vke{0,...,nlu ) B(v) > distg . _(5,v)

* 2 "max

o Vke {0, ok } D R(v) > distgr . (5,v)

*2 fmax

Bemerkung 2.2.2:
Fiir alle Knoten v € V(G') und alle k < nl .. gilt wegen der Korrektheit der Prozedur
Block_Dijkstra_fc:

distg: . (5,v) =8 < veN,

Mit obigen Definitionen gilt der Satz:

Satz 2.2.3:
Es gilt gy = i und Ny = N7 fiir alle k € {0, .., mhyy ).
Beweis:

Zeige durch vollstindige Induktion:

Vke{O,...,min{n%naX,nl }} &t :(Si A N :Ni

max

Daraus folgt nl . = n2 ...
Induktionsanfang:
Nach Definition der Prozedur Label_Intervall folgt:
{vevi@) [ < oo e {ve V(gD [ B(v) < oo}

Allerdings gilt 7t (w) < 7t (v) fiir eine Kante (v, w) € E(G") mit c.r ((v,w)) = 0. Dies folgt
aus 7t (v)—m(w) = c((v,w)) und c ((v,w)) > 0 nach Definition der Kantenkosten. Daher
gilt 8} = min {n(v) | v € S} = min{n(v) | v € S} = 8 und

I(v) = 8y} = {ve V(9"

Fiir Iteration k = 0 gilt also Nj) = NZ und §}, = &;.

{v e V(G

B(v) = 8}.
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2.2 Prozedur Suche_Pfad

Induktionsschluss:

Es gelte N} = N7 und 8} = &7 firralle k € {0,...,n} mit0 < n < mm{n
n = min {nmax, nmax} ist nichts zu zeigen, deshalb sei n < min {nmax, nfnax}
Zu zeigen ist N ,, = N2, und 8. ,, = 82, . Dies wird durch Widerspruch gezeigt.

} Fur

max’> max

Fall I: Angenommen, es gilt N} 1 #N2  und 8, =82,
(L.1) Durch Wlderspruch wird Nn 1 S N2, gezeigt.
Seiw € N1 | \ N2_,. Dann existiert ein Knoten v € I'" (w), sodass gilt:

(W) = Ly (v) + e (v w))

n+l*

1. Fall: c.x ((v,w)) > 0. Wegen I}, (v) < 8},,, existiert ein Index k € {0, ..., n}, sodass
v € N} = N7 gilt. Dann folgt:

bt (W) < L 0) + e (W) = Ly (V) + en (v, W) = Ly (w)

2. Fall: ¢ ((v, w)) = 0. Bezeichne (V}c) 4exc die Folge der Knoten, die in dem mit Prozes-
siere Block von Block_Dijkstra_fc gekennzeichneten Abschnitt ausgewéhlt wer-
den. Da die Funktion c_, der reduzierten Kantenkosten nicht negativ ist, gilt:

vWelv(@gH)s ) Ni|: k()80

Deshalb konnen die ersten |[K| Knoten in dem mit Prozessiere Block von Suche_Pfad
gekennzeichneten Abschnitt in genau der gleichen Reihenfolge ausgewahlt werden
wie in Block_Dijkstra_fc. Es folgt:

L (W) < Ly (w)
Aus [}, (w) =distgr . (5,w) <17, (w)folgt 12, (w) =1, (w)=8.4

(1.2) Durch W1derspruch wird N}, 2 N2, | gezeigt.
Seiw € N2,, \ N ,,. Dann gilt nach Induktionsvoraussetzung:

we U M= U N

n+l-

Mit der Korrektheit von Block_Di jkstra_fc nach Bemerkung 2.2.2 folgt:
. - 2 . _
distge., (S,w) Bem 22,2 141 (w) o221 1S9 25 (S:w) ¢
Also gilt N! ., = N2, im Widerspruch zur Annahme. Damit ist bewiesen, dass Fall 1 nicht

moglich ist.
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Fall 2: Angenommen, es gilt 8%, # 82 ;.

Es gilt nach der n-ten Tteration R' (A, B;) = R? (A, B;) fiir alle B; € B, A € Zs. Deshalb
gilt nach der n-ten Iteration:

inf {A > 8}

3B; ¢ B: R' (B;,A) # 0} = inf {A > 5

3B; € B: R (B;,A) # 0

Da, wie oben beschrieben, die Knoten in dem mit Prozessiere Block bezeichneten Teil von
Suche_Pfad in der gleichen Reihenfolge ausgewihlt werden kénnen, wie in der Prozedur
Block_Dijkstra_fc, folgt:

inf {1(v) [ve V(@) : 1) (v) > 8, } > inf {12 (v) [ ve V(@) : 12 (v) > 8

Deshalb muss §!,,; > 82, gelten. Wegen der Korrektheit von Block_Dijkstra_fc nach

n+l
Bemerkung 2.2.2 impliziert dies allerdings:

2. g - 2 2 . ;
e V(g,)\ke{lu.. n Nic: distge, (5v) Bems221 11 (V) = it Sy, Bdtgres (V) 4

Also gilt 8!, = 82, im Widerspruch zur Annahme. Damit ist bewiesen, dass Fall 2 nicht

moglich ist. a

Fir§:=9, =062 giltdemnach:

{V e V(G

() <8} ={vev(g) |1 (v) <5}

Damit ist die Korrektheit der Prozedur Suche_Pfad gezeigt, da mit der Labelfunktion />
der gleiche kiirzeste S-T-Pfad bestimmt werden kann, wie mit der Labelfunktion / 1

2.2.2 Aufteilungin Prozeduren

Die mit Prozessiere Registrierte und Prozessiere Block bezeichneten Abschnitte der oben an-
gegebenen Prozedur werden im Folgenden als Prozeduren definiert. Mit diesen beiden Pro-
zeduren wird die Prozedur Suche_Pfad angegeben.

Die Prozedur Prozessiere_Registrierte(R (B;,8),B;, 8) ist definiert durch diese
Operationen:

fiir alle ] € Z (B;) tue

fiir alle w ¢ {w eJnR ‘ ReR(Bi,S)}tue
| Label_Intervall(d,w,])

In Abschnitt 2.6 wird eine schnelle Realisierung dieser Prozedur vorgestellt. Weiterhin wird
die Prozedur Prozessiere_Block(B;, §) wie folgt definiert:
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2.2 Prozedur Suche_Pfad

fiirallev e B, : [ (v) = § tue
fiir alle w € T* (v) tue
wenn w3 = v3 dann
Sei ] € Z das Intervall mit w € J.
Label_Intervall(d +c_ ((v,w)),w,])
sonst
Sei B € B der Block mit w € B.
L R(B,8+cp(B;,B)) « R(B,8+cg(B;,B))u{{w}}

Eine schnelle Realisierung dieser Prozedur wird in Abschnitt 2.5 angegeben. Mit diesen
beiden Prozeduren ist eine schnelle Realisierung der Prozedur Suche_Pfad gegeben durch:

Prozedur Suche_Pfad (S, T)

® Initialisierung
fiir alle B € B, A € Z tue
| R(B,A) <0
fiir alle w € V(G’) tue
Sei ] € 7 das Intervall mit w € J.
wenn w € S dann
| Label_Intervall(m(w),w,])
sonst
| Label_Intervall(oco,w,])

S« min{l (w) ‘ we V(g’)}

@ Permanentlabeln der Knoten mit potenziellen Kosten §
solange  <cound Av € T: [ (v) < § tue
fiir alle B; € BB tue
Prozessiere_Registrierte(R (B;,6),B;,d)
L Prozessiere_Block(B;,0)

6<_inf{{l(w)]weV(g'):l(w)>6}u{A>6]aB,-eB:R(B,-,A) m}}

Die Prozedur kann entsprechend Bemerkung 1.4.2 und der zuvor bewiesenen Korrektheit
frither terminieren, wenn die Abfrage v € T : [ (v) < 8 durch die Abfrage v e T: [ (v) < 8
ersetzt wird.

Nach Definition der Prozedur Label_Intervall impliziert das Labeln von Intervallen,
dass jeder Aufruf von Label_Intervall(l(v)+c_x((v,w)),w,]) innerhalb der Prozedur
Suche_Pfad fiir ein Intervall ] € Z und eine Kante (v, w) € E(G'[]]) entfallen kann. Diese
Aussage wird spidter bendtigt, um eine schnelle Realisierung der Prozedur Suche_Pfad an-
zugeben, die darauf basiert, die Anzahl der Aufrufe von Label_Intervall zu reduzieren.
Sie wird deshalb als Satz formuliert:
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Satz 2.2.4:
Innerhalb der Prozedur Suche_Pfad kann der Aufruf von

Label_Intervall(l(v) +cx((v,w)), w,])

fiir ein Intervall ] € T und eine Kante (v,w) € E(G'[]]) entfallen.

Um die Laufzeiten eines Aufrufes der Prozeduren Prozessiere_Registrierte bzw.
Prozessiere_Block in den nichsten Abschnitten abzuschitzen, werden an dieser Stelle
die folgenden beiden Sitze formuliert. Die Labelfunktion I nach Terminierung der Pro-
zedur Suche_Pfad(S, T) wird mit [ bezeichnet. Aulerdem bezeichnet §; den Wert § in
Iteration k der dufleren Schleife in @.

Satz 2.2.5:
Betrachte einen Aufruf von Prozessiere_Block(B;, 8y). Bezeichnet | die Labelfunktion I
nach Terminierung dieses Aufrufes, dann gilt:

VweB;: (I(w) =8 = I(w)=25)

Beweis:
Der Beweis erfolgt durch Widerspruch.
Angenommen, es existiert ein Knoten w € B; mit /(w) = 8; und [(w) < 8;. Dann miisste in
Iteration k’ > k fiir einen Knoten v € I'"(w) und den zugehorigen Block B; € B mit v € B;
die Prozedur Label_Intervall($, + cg(Bj, B;), w,]) aufgerufen werden.
Fur j > i gilt k" > k. Es folgt:

8 +cp(Bj,Bi) > O 4

———
>0

Fir j < i gilt k" > k. Es folgt:
Opr + CB(Bj,Bi) >0 >0 4

Satz 2.2.6:
Nach Terminierung eines Aufrufes von Prozessiere_Block(B;, 8) gilt fiir jeden Knoten
veB;mitl(v)=24:

VweT" (v)n Vg, : [1(v) =1 (w)| <c-

Tmax

Beweis:
Nach Definition von Prozessiere_Block gilt:

YweT™ (v) N Vyp,y: L(w) <1(v) +cn ((v,w))

Wegen [ (v) = I(v) nach Satz 2.2.5 und der in Abschnitt 2.2.1 gezeigten Korrektheit der
Prozedur Suche_Pfad gilt:

YweT™ (v)nVyp,y: L(v) <1 (w)+cq ((w,v))
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2.3 Prozedur Label_Intervall

2.3 Prozedur Label_Intervall

Es wird gezeigt, wie die Prozedur Label_Intervall schnell realisiert werden kann. Ein
Aufruf von Label_Intervall(A,w,]) bewirkt diese Operationen:

I(w) « min{l (w) ,A}
fiiralle w € I (w) n T mit [ (w) + c.x ((w,w)) < [ () tue
L Label_Intervall(l (W) +cn ((w,W)) W, I)

2.3.1 Aquivalente Formulierung

Es wird zundchst eine dquivalente Formulierung der oben genannten Operationen angege-
ben, die ohne Rekursivitit auskommt.

Satz 2.3.1:

Betrachte einen Aufruf der Prozedur Label_Intervall(A,w,]) fiir ein Intervall ] € T mit
J ={wi,...,wn}, sodass (w, wri) € E(G'[]]) fiir alle k € {1,...,n — 1} und einen Knoten
w € J. Angenommen, es gilt w; = w. Dann werden die folgenden Operationen ausgefiihrt:

I (w;) < min{I(w;),A}

i

solange j > 1und I(w;) + c.x((wj, wj-1)) < [(wj1) tue

l(Wj,l) <~ Z(Wj) + C—n((Wij—l))

L j<j-1

jei

olange j < nund [(w;) + c_ﬂ((wj,wjﬂ)) <Il(wjs) tue
I(wjn) < I(wj) + c-n((wj,wj+1))

L j<j+l

@»

Beweis:
Wird fiir eine Kante (w,w) € E(G'[J]) die Operation

I(w) < 1 (w) +cn (W, w))

ausgefiihrt, dann gilt anschliefSend, da die Funktion c., nicht negativ ist:

I(W) + e (wow)) = L(w) +cn (W, ) + e (W w)) > I(w)

33



Kapitel 2 Schnelle Pfadsuche

Definition 2.3.2:

Fiir ein Intervall 1 € T wird die Funktion dy(v,w) fiir zwei Knoten v,w € I definiert. Mit
I={vi,...,vn}, sodass (vi, Vi) € E(G'[1]) fiirallek € {1,...,n-1} undv; =vundv;=w
ist dy(v, w) definiert durch:

j-1
kz—:' crn((Viovinr))  falls j> i
di(v,w) =40 falls j =i
i-1
kZ.c_n ((vk,vk+1)) falls j < i
=j

Fiir die von der Prozedur Label_Intervall ausgefithrten Operationen ergibt sich mit die-
ser Definition und Satz 2.3.1 eine weitere Formulierung, die es schliefllich ermdglicht, eine
schnelle Realisierung der Prozedur Label_Intervall anzugeben.

Satz 2.3.3:
Ein Aufruf von Label_Intervall(A,w,]) fiir ein Intervall ] € Z und einen Knoten w € J ist
dquivalent zum Ausfiihren der folgenden Operationen:

fiir alle w € J tue

L I(w) < min{l (w),A+d (W,W)}

Beweis:

Es wird ein Aufruf von Label_Intervall(A,w,]) betrachtet.

Fiir w = w ist die Aussage klar.

Fir w # w bezeichne die Funktion / zu Beginn mit [, und nach Terminierung mit /;. Es
wird folgendes angenommen:

V(v,w) eE(G [J]): lo(w) <lo(v) +cn (v, w)) (2.3.1)

Sei] = {wi,...,w,} entsprechend Satz 2.3.1 mit w; = w. Dann gibt es einen Index i, > i,
sodass fir alle j € {i,...,i,} mit j > i die Operation

j-1
Z(W]) < l(Wi) + Zc—n((wk: Wk+1)) (2.3.2)
k=i
ausgefithrt wird.
Dann gilt fiir L (w;, ):
L(wi,) + cq ((Wi,, Wi,+1)) > lo(wi,+1) = (Wi, +1) (2.3.3)
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Seiw =w;j.
Falls j > i,, gilt wegen A > I;(w;) und ly(w;) = L(w;):

A +dy(wiswj)
> L (Wi)+ Z C_ﬂ((wk’wk+l))+ Z C-T[((Wk>wk+l))
ke{i,....ir—1} ke{z, ..... jfl}
o Zay TV * ke{i);iy_l} (h(wia) = (wi)) + ke{i,;,j—l} (h (wisa) = b (i)

= hwj) =lo(w;

Deshalb modifiziert die Operation
I(w) < min {I(w), A +dj(w,w)}

den Wert I(w) nicht.
Fallsi < j < iy, folgt lp(w;) > A mit Voraussetzung (2.3.1). In diesem Fall folgt nach Satz 2.3.1:

l()(Wj) > Zl(W,') + d](W,’,Wj) =A+ d](W,',Wj)
Deshalb kann die Operation (2.3.2) durch
l(wj) <~ min {l(wj), A+ d](wi,wj)}

ersetzt werden.
Analog dazu gibt es einen Index i; < i und es gelten die analogen Aussagen fiir j < i; und
i <j<i
Unter Voraussetzung (2.3.1) sind die in Satz 2.3.3 angegebenen Operationen daher dquiva-
lent zu einem Aufruf von Label_Intervall(A,w,]).

Es bleibt zu zeigen, dass die Annahme (2.3.1) giiltig ist. Dazu definiere M € ] als die
Menge der Knoten v € J, mit Io(v) # l;(v). Mit einer Kante (v,w) € E(G'[]]) gilt

L(w)<h(v)+cq ((v, w))
o fiir v,w € J N\ M nach Annahme (2.3.1)
o fiirveJ~ M,w € M nach Annahme (2.3.1),da l; (w) < Iy (w) und [ (v) = Ip (v)
o fiir v, w € M nach Definition der Prozedur Label_Intervall und Satz 2.3.1
o fiirv €e M, w € J\ M nach Definition der Prozedur Label _Intervall und Satz 2.3.1.

Da nur die Prozedur Label_Intervall die Funktion / innerhalb von Suche_Pfad modi-
fiziert, ist die Annahme (2.3.1) begriindet. O
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2.3.2 Funktion A,y

Um die Operationen der Prozedur Label_Intervall schnell auszufithren, wird fiir jedes
Intervall I € Z eine Funktion Ay definiert. Die Prozedur Label_Intervall(A,w,])
wird so realisiert, dass sie nur die Funktion A () modifiziert. Der Zusammenhang mit der
Funktion [ ist fiir jede Ebene z € Z gegeben durch:

Apay(vr)  falls VR(z) = horizontal [ ]

VieZ(z),vel:l =
€Z(z),vel: I(v) { Ary(v2)  falls VR(z) = vertikal [1]

Im folgenden Teil dieses Abschnitts 2.3 wird 0.B.d.A. eine Ebene z € Z mit VR(z) = hori-
zontal [ ] betrachtet.

Definition 2.3.4:
Fiir ein Intervall 1 € T (z) gilt:

Mit dieser Menge ist die Funktion A1y definiert durch:

Arqy: [minX(I) ,maxX(I)] -R
x — inf {A"+ Br(x,x) | (A, x") e L (D)}

Mit x', x € R ist hierbei der Wert fiir f1(x’, x) € R gegeben durch:
Br(x',x) ==ar- (x—x") +¢)-|x — x|

Die Funktion Py lasst sich auch folgendermaflen angeben:

2¢) - |x - x| falls (ay = cpAX> x') oder (aj = —CAx < x")
Br(x',x):=1 ¢)-lx—x'| fallsa;=0
0 sonst

In der folgenden Tabelle ist die Funktion Br(x’,-) fiir jeden Wert von a; visualisiert:

ﬁ'ﬁl(x',x) ﬁ'BI(X')X) %H'Bl(«\'/)x)
; ' ; T
’ AY
Il “
4 \~ ’0 “
/ ) \ . \
x' x' x!
ar = ¢| ar=0 ap = —(|
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Als Beispiel einer Funktion A () fiir ein Intervall I € Z (z) mit oy = ¢ sei

L(1) = {(Abxl) , (A2, %2) 5 (A3, x3), (A4,x4)} ,

sodass sich die in der folgenden Grafik schwarz eingezeichnete Funktion Ay ergibt:

ﬁ : A[/([) (X) A

(A, x1)

min X (I)

max X (I)

Abbildung 2.3.1: Az(py (schwarz) fiir ein Intervall I € 7 (z) mit a; = ¢ und ‘ﬁ (I)‘ =4

Bemerkung 2.3.5:

Fiir ein Intervall 1 € T mit ay # 0 ist die Funktion A (1) monoton.

Die Definition der Funktion A, (y) fiir ein Intervall I € 7 begriindet sich durch den nach-

folgenden Satz.
Satz 2.3.6:

Fiir ein Intervall 1 € Z (z) mit y := y (1) und x, x" € X (1) gilt:

Bi(x',x) = di ((x', 7, 2), (%, 9,2))

Beweis:

Mit (x, y,z) = v und (x, y,z) = w sei P der v-w-Pfad in G'[1]. Fiir diesen Pfad P gilt:

cn(P) = Z

e=(v',w")eE(P)

> (c(e) = (=) - n(w)))

e=(v',w")eE(P)

> c(e)—(n(v)—n(w))

e=(v/,w")eE(P)

cq(e)

= Z CH 'lvll_wll|_al'(V1—W1) :C” '|V1_W1|_QI'(V1—W1)
(v/,w")eE(P)
| )
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Satz 2.3.7:
Fiir ein Intervall 1 € Z (z) mit y = y (I) gilt:
Arqy: [minX(I) ,maxX(I)] -R
x > inf{A’ +di (X', 9,2), (x,,2)) | (A, x")eL (I)}

Beweis: Folgt aus Satz 2.3.6. O

Bemerkung 2.3.8:
Nach Satz 2.3.3 und Satz 2.3.7 kann die Prozedur Label_Intervall(A,w,]) durch die fol-
gende Operation realisiert werden:

L)< LO)v{(aw)}

Fir ein Intervall I € Z kann dies jedoch implizieren, dass die Menge £ (I) Elemente enthilt,
die zur Angabe von A,y nicht notwendig sind. Ein Beispiel dafiir ist das Paar (A, x;) in
Abbildung 2.3.2 auf Seite 37. Es gilt der Satz:

Satz 2.3.9:
Fiir ein Intervall 1 € Z (z) und ein Paar (A', x") mit x" € X (1) gilt:

AN2Appy(x') = VxeXI): Ay (x) <A +Br(x,x)

Beweis:
Zunichst gilt:
VxeX(I): Apmy(x) < AE(I)(x') +Br(x’, x)

« Klar fiir Appy(x") = oo.

o Fir Appy(x') < oo sei (A", x") € L(T), mit Agpy(x') = A" + Br(x”, x).
Dann gilt fiir alle x € X (I):

AE(I)(x') +Br(x,x) = A" + Br(x", x") + Br(x', x)
> A"+ Br(x",x) 2 Apy(x)
Damit folgt fiir x € X (I):

A > AE(I) (XI) = A+ [Sl(x',x) > AL(I) (x') + ﬁl(x',x) > A; (X)

Definition 2.3.10:
Fiir ein Intervall 1 € Z (z) heifst das Paar (A, x") mit x" € X (1) ,redundant bzgl. L (1)
wenn gilt:

A > AE(I) (XI)
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2.3.3 Realisierung von Label_Intervall

Um die Prozedur Label_Intervall(A,w,]) zu realisieren, muss entsprechend Bemer-
kung 2.3.8 und Satz 2.3.9 das Paar (A, w;) zu £ (J) hinzugefiigt werden, falls dieses nicht
redundant ist bzgl. £ (J). AnschlieBend konnen, wiederum entsprechend Satz 2.3.9, samt-
liche Paare (A’,x") € L (J) aus L (J) entfernt werden, fir die gilt:

(A', x") ist redundant bzgl. £ (I) \ {(A',x')}

Deshalb wird die Prozedur Label_Intervall wie folgt angegeben:

Prozedur Label_Intervall(A,w,])

® Redundanz iiberpriifen
wenn (A, w;) redundant bzgl. £ (J) dann
| Stop

® Redundante Paare loschen

L)< LT)u{(awm)}

fiir alle (A, x") € £L(]J) : (A’, x") redundant bzgl. £ (]) ~ {(A’,x')} tue
| LD <L)~ {,x)}

Bemerkung 2.3.11:
Wird fiir jedes Intervall ] € Z(z) die Menge L (]) nur von der Prozedur Label_Intervall
modifiziert, gilt stets vor Beginn und nach Terminierung von Label_Intervall(A,w,]):

V(A x") € L(J) : (A',x") ist nicht redundant bzgl. L(J) ~ {(A",x")}

Als Beispiel fiir die Operationen eines Aufrufes von Label_Intervall(Ag, w,]) fiir ein
Intervall J sei o = ¢, ] = {v1, V2, V3, V4, V5, V6, V7, V8 }, W = v und

L(J) ={(82,%2), (As,%1) , (D5, %5) , (A7, %7) }

sodass die Funktion Ay die in Abbildung 2.3.2 auf der nichsten Seite dargestellte Gestalt
hat. Mit dem zusitzlichen Paar (Ag, x6) sind die Paare (A4, x4) und (As, x5) redundant
bzgl.

L(J)u{(A6x6)} ~ {(Ag,x4), (A5, %5) },

wie in Abbildung 2.3.3 zu sehen. Nach dem Aufruf der Prozedur Label_Intervall(A,w,])
gilt deshalb:

L(J) ={(A2,x2), (A6, x6) , (A7, x7) |
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‘}T . AL‘(]) (X) )
(A2> xZ)
¢ —0 00— 00— 06— 00— 0
V1 V2 V3 V4 Vs Ve V7 V8

Abbildung 2.3.2: Labelfunktion Ay fiir ‘L (])‘ =4und aj = |

%H'AL‘(J) (x)
(AZ)xZ)
V1 V2 V3 V4 Vs Ve V7 V8

Abbildung 2.3.3: (A4, x4), (As, x5) sind redundant bzgl. {(Az,xz) , (Ag, x6) 5 (A7,x7)}
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2.3.4 Laufzeit von Label_Intervall(A,w,])

Satz 2.3.12:
Ein Aufruf von Label_Intervall(A,w,]) erfolgt so, dass zu Beginn gilt:

)| <7l

Beweis: Folgt aus Satz 2.7.1 in Abschnitt 2.7 und Bemerkung 2.3.11. 0

Fiir jedes Intervall I € Z ist die Menge £ (I) definiert, um die Prozedur Label_Intervall
schnell zu realisieren. Deshalb werden diese Mengen nur von dieser Prozedur modifiziert.
Dabher gilt nach Bemerkung 2.3.11 zu Beginn des Aufrufes von Label_Intervall(A,w,]):

V(A",x")e L(]): (A", x") ist nicht redundant bzgl. £ (J) \ {(A',x’)} (2.3.4)
Daraus folgt:
V(A x"), (A", x"yeL(J): (A, x")#(A",x") = x"+x"

Deshalb wird angenommen, dass zu Beginn des Aufrufes von Label_Intervall(A,w,])
gilt:
LJ)={(Anx1)..,(Apxy)} mit x<...<x,

Dann ist die Teilmenge von £ (J) gesucht, die ausreicht, um A,y (x) zu bestimmen und
somit Redundanz zu verifizieren. Um diese anzugeben, wird der folgende Satz benétigt:

Satz 2.3.13:
Mit f; (x) == Aj + By (x5, x) gilt fiir alle i, je {1,...,n}:

xi<xj£x = fz(x)>f](x)
x<xi<xj = fi(x)<fj(x)

Beweis:
Mit Voraussetzung (2.3.4) gilt:

(x’,x” > max {xi,xj}) v (x’,x” < min {x,-,xj})
= fi(x") = filx") = f;(x") = fi(+") (2.3.5)
Damit folgt:
s xi<xj<x = filx) > filx) =4 = fi(x)> fi(x)
e x<xi<x; = Aj=fi(xi)<fi(xi) = fi(x)<[fi(x)

Die erste Implikation gilt nach (2.3.4), die zweite ergibt sich durch Addition von (2.3.5) mit
den Ungleichungen, wobei x” = x; bzw. x" = x; gewéhlt wird. O
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Definition 2.3.14:
Die Menge Ny (x) < L (]), die als ,Nachbarn von x in L (]) “zu interpretieren ist, ist definiert
durch:

{(Al’xl)} falls x < x;
{(An,xn)} falls x > x,

Nj (x) = 1 {(Ai,xi)} falls x = x;
{(Ai,xi) : (Ai+1,xi+1)} falls x; < x < xi11
0 falls L(J) =0

Mit den Elementen der Menge Nj (x) kann der Wert A (jy (x) angegeben werden, wie der
nachfolgende Satz beweist:

Satz 2.3.15:
Es gilt:
AEU) (x) = min {A, + ﬁ](x',x) ’ (A',x') € N] (X)}

Beweis:
Definiere:

L::{ie{l,...,n}‘xin} R::{ie{l,...,n}‘xi>x}
Mit f; (x) := A; + By (x4, x) gilt nach Satz 2.3.13:
Vi,jeLl: (xi<x; = fi(x)>f;(x))
Vi,jeR: (x;<x; = fi(x)<f;(x))
g

Die Menge L (]) soll durch einen geeigneten Suchbaum realisiert sein. Fiir jedes Element
(Ai,x;) € L(]) kann z. B. x; als aufsteigend sortierter Schliissel gewahlt werden. Dann kann
fur x € X (J) die Menge Nj (x) der ,Nachbarn von x in £ (J)“ wegen |£(])| < |Z| nach
Satz 2.3.12 bestimmt werden in Zeit:

@) (log ]I|)

In konstanter Zeit kann anschlieffend mit den Elementen aus Nj (x) nach Satz 2.3.15
verifiziert werden, ob (A, x) redundant ist bzgl. £ (). Falls nicht, also A < A, (j) (x), wird
die Operation

L)« L)u{(ax)}

ausgefiihrt, die dem Einsortieren von (A, x) in £ (J) entspricht. Diese Operation ist in Zeit
O(log|Z]) realisierbar.
Sei anschlief}end

L (]) = {(Al,xl) yeees (AS,I,xS,l) s (A,X) s (As+1>xs+1) e ees (Am,xm)}
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mit X <...< X1 <X < Xg41 < Xpe1 und (Ag, x5) := (A, x). Dann existieren
Lc{l,...,s—1} und Rc{s+1l,...,m+1},

sodass (A;, x;) redundant ist bzgl. £ (J) \ {(Ai, xi)}, also A; > Ap(py (x;) fitrallei e LuR.
Diese Mengen L und R sind mit

fi (x) = Ai + By (x4, x)
bestimmt durch:
L={ie{l,....s=1} | Ai=fi () > £ (%)}
R={ie{s+L...,m}|A;i=fi(xi) > fi (i)}

Denn wird fiir jeden Index i € L u R die Operation
L(J) <L) {(dixi)}
ausgefiihrt, gilt anschlieflend mit
L(])= {(Al,xl),...,(Ak,xk)} und x <...<Xxp.
furalle i, je {1,...,k} miti # j:
Aj = fi (xi) < fj (xi)

Das ist klar fiir den Index j mit x; = s und gilt sonst nach Voraussetzung (2.3.4). Weiterhin
gilt:

L+0 = 3Jle{l,...,s—1}: L=A{LI+1,...,s-1}
R+0 = 3Jre{s+L....m}:R={s+Ls+2,...,r}

Denn fiir je {1,...,s =1} \ L gilt:
fi(xj) < fo(xj)
Damit folgt fiir alle i € {1,...,s —1} N\ Lmit i < j wegen x; < x; < X;:

nach Satz 2.3.13
—_—

Ai = fi(xi) < fj(xi) < fs (x1)
nach Vor. (2.3.4)

Eine analoge Begriindung ergibt sich fiir R. Die Laufzeit um die Mengen L und R zu be-
stimmen, ist demnach beschriankt durch

O (log|Z| +|L uR|-log|Z])
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Wird die Menge £(I) zudem als geordnete Liste dargestellt, so ergibt sich folgende Laufzeit
um L und R zu bestimmen:
O (log|Z| + L uR|)

Das Ausfithren der Operation

L)< LD {(Anx)}

fir jeden Index i € L U R reduziert die Anzahl der Elemente, die in dem Suchbaum L (J)
gespeichert sind und ist in O(log|Z|) realisierbar.
Zusammengefasst ergibt sich fiir einen Aufruf von Label_Intervall folgende Laufzeit-
schranke:
O (log|Z|) + [LwR|-O (log|Z])

Entfernen redundanter Paare

Amortisiert entfallt hochstens folgende Laufzeit auf ein Paar (A, x) € £ (]):
« O(log|Z|) um (A, x) zur Menge £(J) hinzuzufiigen bzw. Redundanz festzustellen.
« O(log|Z|) um (A, x) zu einem spiteren Zeitpunkt aus £ (J) zu entfernen.

Mit den obigen Ausfithrungen ist dieser Satz bewiesen:

Satz 2.3.16:
Die Prozedur Label_Intervall(A,w,]) ist in folgender amortisierter Zeit realisierbar:

O (log|Z|)
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2.4 Prozedur Label_Nachbarn

Um die Prozedur Prozessiere_Block schnell realisieren zu kénnen, wird die in diesem
Abschnitt vorgestellte Prozedur Label_Nachbarn(§,I,II) genutzt. Diese Prozedur fiihrt
fir ein Intervall I € Z mit z := z(I), eine Menge IT € R mit IT = [a, b] : a,b € X(I), einen
Wert 8 € Zso und

_J{vel|nell} fallsVR(z) = horizontal []
" |{vel|v,el} falls VR(z) = vertikal [|1]

die folgenden Operationen aus:

fiir alle v € Ij tue

fiirallew e I'" (v) NV, tue
L Sei J € Z das Intervall mit w € J.

Label_Intervall(d +c. ((v,w)),w,])

In diesem Abschnitt wird ein Aufruf von Label_Nachbarn(6, I, IT) betrachtet und fiir die
Ebene z := z(I) gilt 0.B.d.A. VR(z) = horizontal [ ].

2.4.1 Reduktion von Labeloperationen

Nach Satz 2.2.4 kénnen die Aufrufe von Label_Intervall(d + c. ((v,w)),w,]) inner-
halb der Prozedur Label_Nachbarn fiir die Kanten

(v,w) € 87 (Ig) nE(G'[1])

entfallen. Daher kann die Prozedur Label_Nachbarn($§, I, IT) mit der folgenden Definition
durch die nachfolgenden Operationen realisiert werden:

Definition 2.4.1:
Definiere die Menge N (1,11) der benachbarten Intervalle von 1 bzgl. 1 durch:

N@LI):={JeZ(z)\{I}|InT* (In) + 6}

fiir alle ] € V' (I, I1) tue
fiir alle (v,w) € E (I : J) tue
L Label_Interva11(5 +C_g ((v, w)) W, ])

Um die Anzahl der Aufrufe von Label_Intervall zu reduzieren, ist fiir ein benach-
bartes Intervall ] € A/ (I,11) eine Kante (v/,w") € E (I : J) mit der folgenden Eigenschaft
gesucht:

V(v,w)eE(In:]): ca((viw)) =cn (v, W) +di (W', w)
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Dann gilt fiir alle Kanten (v, w) € E (I; : ]) und alle Knoten w € J:

S+ cq ((v,w)) + dl(w,u'/)
=8+ cp ((v',w’)) + dl(w',w) + dl(w,ﬂ/)
>8+cq ((v',w’)) + dl(w',ﬁ/)

Nach Satz 2.3.3 kann dann das Ausfiithren der Operationen

fiir alle (v,w) € E(Ijy : ]) tue
L Label_Intervall(6 +Cop ((v, w)) W, J)

ersetzt werden durch den Aufruf von

Label_Intervall(d +c. ((v/,w')),w’,]).

Fiir alle Kanten (v, w) € E(If; : J) soll also gelten:

dr (w’, w) =C.q ((v,w)) —C.q ((v',w'))
< d; (w',w) :c((v,w))+n(w)—n(1/) (2.4.1)
= (e (@ W) +m(w') = ("))
Mit der Menge
Ju=)nT" (I)

ist leicht zu sehen, dass eine solche Kante (v/, w") nur gesucht ist, falls |J;| > 2. In diesem Fall
muss Ji; € Ny oder Jip € N gelten, wobei Ny und N als die potenziellen Nachbarknoten
nordlich und stdlich von I definiert sind:

N == {minIl,...,maxIT} x {V;"(V. (y (1)) +1)} x {z (1) }
Ny :={minIlL,...,maxII} x {V;' (V. (y (1)) - 1)} x {z (1) }

In diesem Fall enthalt E(Ify : J) also nur Kanten entgegen der Vorzugsrichtung. Diese haben
nach Definition der Kantenkostenfunktion c in Abschnitt 1.1.9 alle die gleichen Kantenkos-
ten, sodass also in Fortsetzung von (2.4.1) eine Kante (v/,w") € E(Iyy : J) gesucht ist, sodass
fir alle Kanten (v, w) € E(Iyy : J) gilt:

di(w,w) =mn(w)-n(v) - (n(w') - n(v'))
o di (whw) = (w) - 7(w") - (n(v) - ("))

Mit Satz 2.3.6 ist dies dquivalent zu:

V(v,w) € E(Ir: J) : By(wr, wr) = og(wi = wy) = aa(v1 = vj)
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Wegen v; = w; und v; = wj ist mit
Xy =X (InnT™ (Jn))
ein Wert x’ € X; gesucht, fiir den gilt:
VxeXp: By(x',x) = (o —ap) - (x —x") (2.4.2)
Mit Definition 2.3.4 ist dies dquivalent zu:
VxeXy:ap-(x—x")+¢p-|x—x"| = (g —ar) - (x —x')
< VxeXy:ar-(x' —x) =¢j-|x —x]

Demnach muss x < x’ oder x > x’ fur alle x € Xj gelten. Die folgende Tabelle gibt in
Abhingigkeit der Werte oy und ay an, wie x beschréankt ist.

ap=¢| = x<x' ‘ aj=0 = x=x' ‘ ap=-—¢cf = x2x

Fiir o # 0 gilt:
AMx" €Xj: foost(x', 1) = max {fcost(x, I) ‘ x€ X]}
Fiir diesen Wert x’ folgt dann:

<x' fallsar= ¢

X .
X>X’ aIS(]I——(”

Mit diesem Wert x” gilt also (2.4.2) fiir a; # 0.
Mit den obigen Ausfiihrungen ist der folgende Satz bewiesen:

Satz 2.4.2:
Fiir ay # 0 existiert eine einzige Kante (v/,w') € E(Iy : ]) mit

v' eargmax {n (v) | (v,w) e E(Ir : J)}.

Fiir diese Kante gilt:
ca((vow)) = ca (Vs W) +di (W, w)

Fiir a; = 0 existiert eine solche Kante (v/, w') nicht. In diesem Fall gilt aber:
Vy,wel: n(v)=m(w)

Zusammengefasst kann die Prozedur Label_Nachbarn(9, I, IT) folgendermaflen angege-
ben werden:

Prozedur Label_Nachbarn(§, I, IT)

fiir alle ] € V(I II) tue
L fiir alle (v, w') e E(I : J) : v/ € argmax {n(v) | v € Iy } tue

L Label_Intervall(d+c ((v/,w')),w'.])
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Als Beispiel fiir den Aufruf von Label_Nachbarn(9, I, IT) ist in der folgenden Abbildung
gezeigt, fiir welche Knoten die Prozedur Label_Intervall aufgerufen wird. Die Knoten-
menge Iy ist griin eingezeichnet und es ist aj = —¢| angenommen. Dann wird die Prozedur
Label_Intervall(A,w,]) fir alle blau eingezeichneten Knoten w € I'* (I) aufgerufen.

v

Abbildung 2.4.1: Beispiel fiir einen Aufruf von Label_Nachbarn

2.4.2 Laufzeit von Label_Nachbarn(9, I, IT)

DaZ, (t) fiir alle Track-Koordinaten ¢ € T, und alle Ebenen z € Z als Suchbaum organisiert
ist, kann die Menge NV (I, IT) bestimmt werden in Zeit

W (L,1)|- O (log|Z]) .

Werden diese Suchbdume zudem als geordnete Liste gespeichert, kann die Menge N (1, IT)
bestimmt werden in Zeit

O (‘./\/’(I,H)| +log |I|) .
Diese Laufzeit liefert im Folgenden allerdings keinen Vorteil. Gilt
I eIy :n(v') =max{n(v)|veln},

so ist die Anzahl der Aufrufe von Label_Intervall durch |V (I, IT)| beschrinkt. Die Ge-
samtlaufzeit der Aufrufe von Label_Intervall ist dann mit Satz 2.3.16 beschrinkt durch:

WV (L1T)|- O (log|Z])
Beriicksichtigung des Sonderfalls V' (I, IT) = 0 ergibt die Gesamtlaufzeit:

Satz 2.4.3:
Fiir ein Intervall 1 € Z(z) ist die Prozedur Label _Nachbarn($§, I, IT) unter der Voraussetzung

‘argmax{n (v) | vel:iv e H}‘ =1
in folgender Zeit realisierbar:
(1+ ]V (L)) O (log|Z])

Ein Aufruf von Label_Nachbarn innerhalb von Prozessiere_Block wird so erfolgen,
dass die Voraussetzung des Satzes erfiillt ist.
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2.5 Prozedur Prozessiere_Block

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Prozedur Prozessiere_Block schnell realisiert
werden kann. Ein Aufruf von Prozessiere_Block(B;, §) bewirkt diese Operationen:

fiirallev e B;: [ (v) = § tue

fiirallew € I'* (v) tue

wenn w3 = v3 dann

SeiJ € I das Intervall mit w € J.
Label_Intervall(d +c. ((v,w)),w,])

sonst
L Sei B € B der Block mit w € B.

R(B,8+cp(B;,B)) « R(B,8+cs(B;,B))u{{w}}

In diesem Abschnitt wird ein Aufruf von Prozessiere_Block(B;,§) betrachtet und fiir
die Ebene z := z(B;) gilt 0.B.d.A. VR(z) = horizontal [5].

2.5.1 Auswahl von Intervallen

Im Folgenden wird diese Definition benétigt:

Definition 2.5.1:
Fiir ein Intervall 1 € T (z) ist die Menge D (1, 8, 1) wie folgt definiert:

e Falls a1 = 0:
D(L3,1):= {[vl,vl] ‘v el:1(v) = 6}

e Falls a; # 0 ist die Funktion Ap(py nach Bemerkung 2.3.5 monoton und daher
g’[{v el | I(v) = 8}] zusammenhdingend. Deshalb:

D(1,4,1):= {[min{vl |vel:1(v)=8}, max{v |vel:l(v) =6}]}

Mit dieser Definition folgt:

Bemerkung 2.5.2:
Es gilt fiir ein Intervall 1 € Z (z):

{ni|vel:l1(v)=8}= [J IInX(I)

eD(1,8,1)

Ein Beispiel fiir die Definition von D (I, 8, I) fiir ein Intervall I mit a; = ¢ bzw. mit ay = 0
ist in den beiden folgenden Abbildungen angegeben.
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Apy(x) 4

D (1,8, 1) = {[x6,%/]}
D(L81,1) = {{x:}}

X3 X6 X7
o —0 00— 00— o — 00— ©
V1 V2 V3 V4 Vs V6 V7 Vg

Abbildung 2.5.1: Beispiel fiir D (I, 8, I fiir ein Intervall I mit oy = ¢

Ary(x) 4
D (L8 1) = {{x2}, {x}}
D(L81,1) = {{xs}, {xa}, {xs}}

X2 X3 X4 X5 X7

e—e e o o e e 0@
Vi V2 V3 V4 Vs Ve V7 V8

Abbildung 2.5.2: Beispiel fiir D (1, 8, ) fiir ein Intervall I mit aj = 0
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Die von der Prozedur Prozessiere_Block ausgefithrten Operationen werden nun so for-
muliert, dass Intervalle ausgewihlt werden:

N <0

fiiralleI e Z(B;) mit v e INN: [ (v) = 8 tue

fiir alle IT € D(1, 8, 1) tue

fiir alle (v, w) € 8* ((H N X(I)) x Y(I) x {z(I)}) tue
wenn v; = w3 dann

Sei ] € Z das Intervall mit w € J.
Label_Interva11(8 + C_n ((v, w)) W, ])

sonst
L Sei B € B der Block mit w € B.

R (B,8+cg(Bi,B)) « R(B,5+cp(B;,B))u{{w}}

i N < NuU ((max()) < Y(1) x {z(1)})

In der duflersten Schleife soll das Intervall I € Z (B;) ausgewéhlt werden, fiir das gilt:
Jvel: veargmax{n(v') [v' e B;\N:I(v') = §}
Dann wird jedes Intervall I € Z (B;) maximal einmal ausgewéhlt:

Satz 2.5.3:

.....

vall, so gilt:
Vk,k’e {1,...,}’}1}2 (k:/:k’ = Ik:/:Ikr)

Beweis:
Die Aussage wird durch Widerspruch gezeigt.
Angenommen, es existieren k, k" € {1,...,m} mit k # k" und I = I}, =: L. In Iteration k sei

der Knoten v € I so gewahlt, dass gilt:
v eargmax {n(v') | v eI:1(v') = §}

Zum spateren Zeitpunkt in Iteration k’ existiert ein Knoten w € I mit [ (w) > § in Iteration k
und / (w) = 8 in Iteration k’. Nun gilt fiir eine Kante e = (v/,w’") € E(G'):

cn(e)=0 = c(e)+(—n(v’))—(—n(w')):0

= 7n(v')>n(w')
c(e)>0

Deshalb gilt fiir die future cost: m(v) > m(w). Daraus folgt a; # 0. Falls a; = ¢|, so gilt

v; < wy und falls af = —C|» SO gilt v; > wy. Dies ist ein Widerspruch, da in beiden Fillen
wegen der Monotonie der Funktion Az 1) entsprechend Bemerkung 2.3.5 in Iteration k gilt:
I(w)<I(v)

]
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Dieser Satz impliziert, dass die Angabe der Menge N entfallen kann. Die in Abschnitt 2.3
angegebene Prozedur Label_Nachbarn wird genutzt, um eine schnelle Realisierung der
Prozedur Prozessiere_Block anzugeben:

Prozedur Aktualisiere_Block(B;, §)

fiiralleI e Z (B;) mit3vel:[(v) = tue

© Setzen der Labels
fiir alle IT € D(1, 8, 1) tue
Label_Nachbarn(§, I, IT)
fiiralle Be B\ {B;} : E(B;,B) # 0 tue
| R(B,8+c5(Bi,B)) « R(B,8+cp(Bi,B))u{IlxY(I)x{z(B)}}

Die Modifikation der Mengen R(B, A) mit B € B, A € Zs entspricht nicht der zu Beginn
dieses Abschnitts 2.5 angegebenen Operation. In Abschnitt 2.6 wird jedoch eine schnel-
le Realisierung der Prozedur Prozessiere_Registrierte durch diesen Unterschied er-
moglicht.

Im Folgenden bezeichnet [ die Funktion ! nach Terminierung von Prozessiere_Block.
Da jedes Intervall in der duferen Schleife nur einmal betrachtet wird, gilt in Iteration i der
duflersten Schleife fiir das ausgewdhlte Intervall I:

D(1,8,1) =D(1,8,1)
Fiir die nachfolgenden Abschnitte wird die Bemerkung formuliert:

Bemerkung 2.5.4:
Fiir einen Block B € B wird wdhrend eines Aufrufes von Prozessiere_Block(B;, §) eine

Teilmenge von )
) D(L8, 1) xY(I) x {z(B)}
1eZ(B;)

zZu R (B, S+ ¢p(Bi, B)) hinzugefiigt. Bezeichnet R die Menge der hinzugefiigten Elemente,
dann gilt, da benachbarte Ebenen unterschiedliche Vorzugsrichtungen haben:

r*({veBi|I(v)=8})nB = R%(Rm (Toey xR xR))

2.5.2 Laufzeit von Prozessiere_Block(B;,d)
Laufzeit von Abschnitt ©

Angenommen, das Intervall I ist ausgewéhlt und die Menge D(1, §, I ) berechnet. Dann wird
fur alle IT € D (L, 8,1) die Prozedur Label_Nachbarn aufgerufen. Es gilt nach Definiti-
on 2.5.1 fiir jedes IT € D (L, §, 1):

‘argmax{n (v) | vel:v e H}‘ =1
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Deshalb lasst sich die Laufzeit von Label_Nachbarn entsprechend Satz 2.4.3 beschrinken.
Es ergibt sich folgende maximale Laufzeit der Aufrufe von Label_Nachbarn:

> (1+V@Eml)-o(logz))

MeD(L,3,1)
Da die Menge R (B, A) nur in der Prozedur Prozessiere_Block modifiziert wird, gilt:

VBeB,§+c_ <A€Zsy: R(B,A)=0

Tmax

Da die Menge R (B, A) bei einem Aufruf von Prozessiere_Block(B, A) nicht mehr be-
notigt wird, konnen alle Mengen R (B, A) mit B € B, A € Zy( durch ein Array der Grofle
|B| - c_n,,,, realisiert werden.

Definition 2.5.5:
Fiir einen Block B; € B definiere:

Tlmax

[0 (B)| := [{B e B| E(B; : B) = 0}
Mit dieser Definition wird ‘E(B )| folgendermafSen angegeben:
[E(B)|:= Y |T*(B))]
B;eB

Mit dieser Definition und weil nach Voraussetzung die Menge {B eB ‘ E(B;,B) # 0} in
Zeit O(log|Z|) und die Kosten c(B;, B) fiir jeden Block B dieser Menge ebenfalls in Zeit
O(log|Z|) angegeben werden kann, ist Abschnitt @ in der folgenden Zeit realisierbar:

Y (1+ W @m|+|r*(B)]) - O (log|z]) (2.5.1)

MeD(1,8.1)
Laufzeit der Bestimmung von D (1, §, 1)
Es wird gezeigt, dass die Menge D (I, §, /) in folgender Zeit bestimmt werden kann:
D (1,8,1)]- O (log|Z])

Dazu wird fiir jedes Intervall ] € Z(z) eine Menge L' (J) definiert. Jedes Paar (A, x) € L (])
korrespondiert zu genau einem Element (A, A, x) € £’ (J) mit A € Zso. Die Menge L’ (])
soll als Suchbaum implementiert werden, der den Wert A als Schliissel fiir ein Element
(A, A, x) € L'(]) verwendet. Fiir ein Element (\,A,x) € £'(J) und den Knoten w € ]
mit w; = x ist der Wert A folgendermaflen definiert:

1. w wurde noch nicht betrach-
tet innerhalb der Aufrufe von
\:=min< A +di(w,w) [wel: Prozessiere_Block (2.5.2)

2. I(w) = A+dy(w,w)
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Zu beachten ist, dass A = oo ebenfalls moglich ist.

Um diese Menge £’ (]) zu erhalten, miissen in den Prozeduren Label_Intervall und
Prozessiere_Block zusitzliche Operationen ausgefiihrt werden.
Die in Label_Intervall ausgefithrte Operation

L)< L) u{(Aw)}

muss durch die Operation

LJ) <L J)u{(arw)}

und die Operation

()<L~ {(anx)}

durch die Operation
()« £ ()~ { (o804 )

erginzt werden. Auflerdem miissen nach Terminierung der Prozedur Label_Intervall
die Werte \; fiir jedes Element (A;,A;,x;) € L' (J) neu berechnet werden, falls ein Paar
(A, wy) zu £ (J) hinzugefiigt wurde. Da jedes Element (A;, x;) € £(]) entsprechend Bemer-
kung 2.3.4 nicht redundant ist bzgl. £(J) ~ {(A’,x")}, werden bei dieser Neuberechnung
nur die Werte \; modifziert, fir die (A;, x;) € Nj(wy) gilt (vgl. Definition 2.3.14). Entspre-
chend dieser Definition gilt [Nj(x")| < 2. Da die Menge £’ (J) als Suchbaum implementiert
ist, andert sich deshalb die Laufzeit der Prozedur Label _Intervall nicht.

Als Beispiel fiir die zusitzlichen Operationen, die in der Prozedur Label_Intervall
ausgefithrt werden miissen, sind die beiden nachfolgenden Abbildungen angegeben. Es wird
ein Intervall T = {vy,v2,v3,v4, Vs, V6, v7, vg} mit X(I) = {x1, x2, X3, x4, X35, X6, X7, Xg } und
ein Aufruf der Prozedur von Label_Intervall(Ag, xs,1) betrachtet. Es wird angenom-
men, dass die Knoten v € I mit [(v) = A, bereits innerhalb eines Aufrufes der Prozedur
Prozessiere_Block betrachtet wurden. Ein Aufrufvon Label_Nachbarn(A,, I, [x1, x2])
ist also bereits erfolgt. Dann gilt vor dem Aufruf von Label_Intervall:

ﬁl (I) = {(Az + C” . (X3 - xz), Az,Xz), (A4, A4,X4), (As, As,X5), (A7, A7,X7)}

Danach sind (A4, Ay, x4) und (A5, A5,x5) redundant bzgl. £(I):

rl (I) — {(oo, Az,xz), (Aé, A6,x6), (A7, A7,X7)}
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Aray(x) 4

(A2, x2)

o0 —0 00— 00— 00— 0—0
V1 V2 V3 V4 Vs Ve V7 V8

Abbildung 2.5.3: 1 ‘I vor einem Aufruf von Label_Intervall

Aray(x) 4

N S x|

(A2, x2)

V1 V2 V3 V4 V5 Ve V7 V8

Abbildung 2.5.4: [ ‘ , nach einem Aufruf von Label_Intervall
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Nach (2.5.2) kann die Menge D (I, §, /) mit den Elementen der Menge
M= {(\ A, x) e £/ (1) [ A =8}
bestimmt werden in Zeit
2-/D(1,8,1)|- O (log|Z]).
Im Anschluss an diese Bestimmung muss der Werte A; fiir jedes Element (\;, A;, x;) € L' (I)
mit (X\;, A;,x;) € M neu berechnet werden. Wie zuvor beschrieben kann dies fiir jedes
Element (\;, Aj, x;) € L' (I) mit der Menge Nj(x;) geschehen. Damit ist die Laufzeit fir
diese Neuberechnung beschrankt durch
D (1,8,1)|- O (log|Z]).

Also ist das Bestimmen der Menge D (1, §, /) mit Hilfe der Menge £’ (I) in folgender Zeit
moglich:

D (1,8,1)]- O (log|Z]) (2.5.3)
Heap zur Verwaltung der Intervalle

Um die Intervallmenge Z (B;) entsprechend zu verwalten, kann ein Heap (B;) genutzt,
werden, der fiir jedes Intervall I € Z (B;) ein assoziiertes Element enthalt, fiir das folgender
Wert als Schliissel definiert ist:

min {l (v)
Nach obiger Definition der Menge £’(I) ist dieses Minimum durch
min{)\ | JA, x: (N, A x) € E’(I)}

vel:

v wurde noch nicht betrachtet innerhalb}
der Aufrufe von Prozessiere_Block

gegeben.

Fiir jedes Intervall, fiir das Label_Intervall innerhalb der Prozedur Label_Nachbarn
aufgerufen wird, muss also eine entsprechende Heap-Operation durchgefiihrt werden. Da
|H(B;)| durch |Z| begrenzt ist, kann diese in Zeit O(log |Z|) realisiert werden. Damit dndert
sich die Laufzeit von Label_Intervall nicht.

Weiterhin muss fiir jedes Intervall I € Z (B;) mit D (1,8,1) # 0 das assoziierte Heap-
Element aktualisiert werden. Wie in Satz 2.5.3 gezeigt, muss jedes Intervall in der duf3eren
Schleife der Prozedur Prozessiere_Block nur einmal betrachtet werden. Deshalb ist die
Anzahl dieser Operationen beschrinkt durch:

> D8, 0|

IEI(B,‘)
Damit ergibt sich folgende Gesamtlaufzeit fiir die Heap-Operationen:

> P18, 1) 0 (logl7]) (2.5.4)

IEI(BZ)

Alternativ konnen statt eines Heaps sogenannte ,,Buckets verwendet werden, sodass der
Term O(log|Z|) in (2.5.4) entfallen wiirde. Diese verbesserte Laufzeit ergibt allerdings kei-
nen Vorteil fiir die theoretische Laufzeit von Prozessiere_Block.
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Zusammenfassung der Laufzeiten

Definition 2.5.6:
Fiir einen Block B € B und A € Zs ist die Menge A (B, A, 1) definiert durch:

AB,A D= | {1} xD (1A

IeZ(B)
Weiterhin ist A (A, 1) fiir A € Zsq definiert durch:

A(A D) = (1) A(B, A D)

BeB

Jedes Intervall in der daufSeren Schleife der Prozedur Prozessiere_Block muss, wie in
Satz 2.5.3 gezeigt, nur einmal betrachtet werden. Deshalb lautet eine obere Schranke der
Laufzeit eines Aufrufes von Prozessiere_Block(B;, §) entsprechend (2.5.1), (2.5.3) und
(2.5.4):

T*(By)| - |A(B:, 8, 1)| + > V@) |-0(log|zZ]) (2.5.5)
(I,H)eA(B,-,a,i)

Um diese Summe abzuschitzen, werden die maximalen reduzierten Kantenkosten definiert:

Definition 2.5.7:
Das Maximum aller reduzierten Kantenkosten ist definiert als

AR max{c.n (e) | ec E(g')}.

Im Folgenden wird die Abschétzung

> V@< N 8- A&, 1)

(LI)eA(B;,.1) IS S —
gezeigt. Dazu wird folgende in Satz 2.2.6 bewiesene Aussage iiber die Funktion [ genutzt:
Vv eB;: (l(v) =8 = Ywel " (v)nVyp,): F(v) - 1(w)|< C—nmax)
Mit dieser Annahme folgt:

) N (LII)cL:= {I eZ(z(By)) ‘ Fvel:i(v)e Y c_nmax}}
(I,H)eA(B;,S,i)

Nach Definition 2.5.6 gilt:

LI < > A8, D) (2.5.6)

5'6{5—C—nmax ..... S+Commax }
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Eine disjunkte Zerlegung von N (I, 1) = No(L IT) w NV;(I,TI) ist fiir (I, 1) € A(B, 8, 1)
definiert durch:

No (LT ={J e N (LII) [T\ X(J) = 0}
M@@LI) = {JeN (L) [T\ X()) # 0}

Es gilt nach Definition von G:

o (LIT)| <2
Damit folgt: )
> W (L) <2-|A(B, S, 1)
(I,H)eA(B,-,a,i)
Wegen
VJeL: ‘{(I,H) e A(B;,8,1) | ] eM(I,n)} <6
nach Definition von G’ und
U M@meL
(I,H)eA(B,»,é,i)
folgt:
3 M (LI)| <6 L
(I,H)eA(B,-,a,i)
Mit (2.5.6) gilt:
D NG (L TD)| < D 6- A8, 1)
(I,H)GA(B{,&,?) ale{é_cfﬂmax """ 8+C*ﬂmax}
Daraus ergibt sich:
> V(LI = > W (LID)] + M (L ID)
(I,H)eA(Bi,S,i) (I,H)eA(Bi,ﬁ,i)
< D 8- A8, )]

) 5'6{5—C—nmax ..... 8+c7nmax}
Mit den obigen Ausfithrungen folgt fiir die Laufzeit:

Satz 2.5.8:
Bezeichnet [ die Funktion | nach Terminierung von Prozessiere_Block(B;, §) dann kann
diese Prozedur in folgender Zeit realisiert werden:

> IT*(By)| - |A(S, i)|-0(log|I|)

8" {8~ mmay r--s0+Cmmay }
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2.6 ProzedurProzessiere_Registrierte

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Prozedur Prozessiere_Registrierte schnell
realisiert werden kann. Ein Aufruf von Prozessiere_Registrierte(R(B;, 8),B;, ) be-
wirkt die Operationen:

fiiralle ] € Z (B;) tue
fiir alle w € {w €eJnR ‘ ReR(B,-,(S)}tue
| Label_Intervall(d,w,])

Im Folgenden wird ein Aufrufvon Prozessiere_Registrierte(R(B;, ), B;, §) betrach-
tet und fiir die Ebene z := z(B;) gilt 0.B.d.A. VR(z) = vertikal [|1].

2.6.1 Reduzierte Kantenkosten

Es wird gezeigt, dass die Anzahl der Aufrufe der Prozedur Label_Intervall reduziert
werden kann. Dazu betrachte ein Intervall ] € Z (B;) mit

RI = U Rn I 0.
ReR(B;,8)

Falls aj # 0, existiert genau ein Knoten w € R, der die Funktion n|] maximiert:

{w} = argmax {n (v) ‘ ve R]}
Mit diesem Knoten w folgt nach Definition der reduzierten Kantenkosten (vgl. Tabelle 2.1.3)
fur einen beliebigen Knoten w' € R;:

Viwe]: §+ dl(w,ﬁ/) <8 +d (w,w') +d; (w',w)
| ——
0

= 5 + dI (W’, w )
Falls o = 0, gilt 7 (v) = 7 (w) fiir alle Knoten v, w € J. Also kann nach Satz 2.3.3 die An-
zahl der Aufrufe von Label_Intervall reduziert werden, sodass die von der Prozedur

Prozessiere_Registrierte ausgefithrten Operationen dquivalent durch folgende Ope-
rationen realisiert werden:

fiiralle ] € Z (B;) tue

fiir alle w € arg max {n (w) ‘ we {w e]nR ’ Re R(Bi,ﬁ)}} tue
| Label_Intervall(s,w,])

Als Beispiel fiir den Aufruf von Prozessiere_Registrierte(R(B;,8), B;,d) istin der
folgenden Abbildung gezeigt, fiir welche Knoten die Prozedur Label_Intervall aufgeru-
fen wird. Die Intervalle, die mehr als einen Knoten enthalten, sind rot eingezeichnet. Fiir
jedes R € R (B;, §) sei R’ definiert durch

R’ := {(x,y,z(Bi_l)) ‘ (x,9,2(B;)) € R}.
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Es wird angenommen, dass die Knotenmenge {w eR’ ‘ ReR(B;, 6)} durch die griin
eingezeichneten Knoten gegeben ist. Es gibt nur einen Zielknoten v € T. Dieser befindet sich
in der Tiefe. Die Prozedur Label_Intervall(§,w,]) wird fir alle blau eingezeichneten
Knoten w € B; aufgerufen.

Block B,’

I/ A

Block Bi—l

Abbildung 2.6.1: Beispiel fiir die Aufrufe der Prozedur Label_Intervall innerhalb von
Prozessiere_Registrierte

2.6.2 ,Sweepline”-Verfahren
Die Bestimmung der Mengen
{weJnR|ReR(B;,5)}

fir die Intervalle ] € Z(B;) kann mit einem ,,Sweepline“-Verfahren durchgefiihrt werden.
Da die Prozedur Prozessiere_Block genutzt wird, um die Menge R (B;, §) anzugeben,
gilt entsprechend Bemerkung 2.5.4:

U RnV.= U (RN(T:xRxR))
ReR(B;,8) ReR(B;,8)

Fiir die Menge Tg, der Track-Koordinaten des Blocks B; gelte
Tp, = {ti,....ty} mit #H<...<t,.

Definiere aufSerdem ¢, := —oco und t,,4; := co. Mit diesen Koordinaten sind folgende Ereig-
nismengen fiir alle ¢; € Tg, definiert durch:

Estart (1 R (B1,8)) = {y (R) |[Re R (B;,8) : t4_; <minX (R) < #; <maxX (R)}
Estop (1R (B1,8)) = {y (R) |[Re R(B;,8) : minX (R) < tx <maxX (R) <t}
Nach Definition von Ty, gilt:

Z(Bi)= U s, (1)

teTBi
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Deshalb kann die Prozedur Prozessiere_Registrierte wie folgt realisiert werden:

Prozedur Prozessiere_Registrierte(R(B;,0),B;,d)

® Initialisierung

wenn R (B;,8) = 0 dann
| Stop

sonst
L S«<0

@ Setzen der VIA-Labels

fiir alle ¢; € Tp, tue

S« SUEsart (i, R (B1,5))
fiir alle J € Zg, (t;) tue

fiir alle w € argrnax{n(v) ‘ veJivy e S} tue
| Label_Intervall(S,w,])

| S < 8\ Esiop (t- R (B1,8))

Ein Beispiel fiir das ,,Sweepline“-Verfahren zeigt nachfolgende Abbildung. Die Intervalle,
die mehr als einen Knoten enthalten, sind entsprechend Abbildung 2.6.1 rot eingezeichnet.
Fiir jedes Element R € R (B;, §) ist die Menge R’ definiert durch

R := {(x,y,z(Bi_l)) | (x,9,2(B;)) € R}

griin eingezeichnet (vgl. Abbildung 2.6.1). Die Menge der Track-Koordinaten Tg, ist durch
Tg, = {f, t2, 13, t, t5 } gegeben. ,Die Sweepline lauft von links nach rechts.“ Fiir jeden blau
eingezeichneten Knoten w € B; erfolgt ein Aufruf von Label_Intervall(§,w,]).

t 5 3 1yls
Sweepline

Block B;

Block Bi—l

Abbildung 2.6.2: Beispiel fiir das ,,Sweepline“-Verfahren
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Bemerkung 2.6.1:
Die Grofe der ,,Sweepline“ S ist zu jedem Zeitpunkt beschrinkt:

Sc{y(R)|ReR(B;,8)} = [S|<[Z]

2.6.3 Laufzeit von Prozessiere_Registrierte(R(B;,§),B;,0)
Laufzeit der Bestimmung der Ereignismengen

Die Ereignismengen Esqy+ (tk, R (B;, 6)) und Esop (tk, R (B, 5)) konnen fiir alle Track-
Koordinaten t; € Tp, mit Hilfe eines Arrays insgesamt bestimmt werden in Zeit:

O (IR (B:,9)|) (2.6.1)

Laufzeit der Aufrufe von Label_Intervall

Wie in Abschnitt 2.6.1 beschrieben, wird die Prozedur Label _Intervall fir ein Intervall
] € Z (B;) genau einmal aufgerufen, falls aj # 0. Falls o = 0 ist die Anzahl der Aufrufe von
Label_Intervall mit

RIZZ U Rﬁ]

durch |RI‘ gegeben. Deshalb gilt:

Bemerkung 2.6.2:
Die Prozedur Label_Intervall (S, w,]) wird fiir ein Intervall ] € Z (B;) mit Ry + @ fiir
folgende Knoten w aufgerufen:

o oy = 0: fiir alle Knoten w € J mit w, € S
« aj # 0: fiir den Knoten w € ] mit wy = min (Y (J) n S) oder w, = max (Y (J) n S)

Nach Terminierung der Prozedur Prozessiere_Registrierte wird die Funktion [ im
Folgenden mit / bezeichnet. Angenommen, es gilt:

Vw e U RnB;|: I(w)e{8-2 coppr-.. 8}
ReR(B;.8)

Dann ist die Anzahl der Aufrufe von Label_Intervall entsprechend Definition 2.5.6 und
Bemerkung 2.6.2 beschrankt durch:

3 |A(B;, 8, 1))

R — |

Die Annahme ist giiltig, wie im nachsten Abschnitt 2.7 gezeigt wird. Nach Satz 2.3.16 ist die
Gesamtlaufzeit fiir die Aufrufe von Label_Intervall beschrankt durch:

> |A(B;, 8, 1)|- O (log 7)) (2.6.2)
8 e{8-2Conpay O}
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2.6 Prozedur Prozessiere_Registrierte

Laufzeit der ,Sweepline”-Operationen

Ist die Menge S als Suchbaum realisiert, so konnen alle Operationen
S« S U & (1R (B,8))  und S < S\ Esiop (1R (B, )

wegen |S| < |Z| nach Bemerkung 2.6.1 ausgefithrt werden in Zeit:

> ([Estart (1)) + |Est0p (8)]) - O (log|Z]) < [R(B1,8)]- O (loglZ])  (2.63)

tkETBi

Um fiir ein Intervall ] € Z (B;) die Menge Y (J) N S zu bestimmen, reicht es nach Be-
merkung 2.6.2, Minimum und Maximum des Schnitts zu berechnen. Da |S| < |R (B;,9) |,
ist dies in Zeit O(log|R(B;,d)|) fir jedes ] € Z(B;) realisierbar. Aufsummiert ist demnach
folgender Zeitaufwand nétig:

Z(B:)]- 0 (log|R (B:,5)|) (2.6.4)

Zusammenfassung der Laufzeiten

Aufsummieren von (2.6.1), (2.6.2), (2.6.3) und (2.6.4) impliziert den Satz:

Satz 2.6.3:
Nach Terminierung von Prozessiere_Registrierte(R(B;,d),B;,8) bezeichne | die
Funktion . Angenommen, es gelten folgende Bedingungen:

o Esgilt:

ReR(B;,

VWE( U RmB,-): [(w)e{8-2" conpyr---»0}
8)

« Die Kardinalitit der Menge R (B;, 8) ist wie folgt beschriinkt, wobei [ die Labelfunktion
I nach Terminierung von Suche_Pfad bezeichnet:

RB.S) < % JAG,D)
8/ €{8=C_nmax 0}

Dann ist die Prozedur Prozessiere_Registrierte(R(B;, ), B;, ) realisierbar in Zeit:

> A, D)] - 0 (logz])
8/ €{8-2 Compaxr-rd
A(S’,f)M

3 (\I| 0 (log|A(&, 1)) + [A(&",1)|- O (log |z|))

5’6{6—c,nmax ..... 6}:
A(B’,l-)ﬂa
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Beweis:
Es gilt die Abschétzung:

loglR (B.8) | <log| X JA@.D)
88— osd

<log I1 (\A(é', Z)\+1)

- » 0 (log|A(8",1)])
6/6{5—C7nmax ,,,,, 6}:
A(8,1)#0

g

Im ndchsten Abschnitt wird gezeigt, dass die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt sind. Da-
her erfolgt keine andere Laufzeitabschétzung der Prozedur Prozessiere_Registrierte.
Um die Laufzeit der Prozedur Suche_Pfad im nachsten Abschnitt mit der von Hetzel [1998]
angegebenen zu vergleichen, wird folgende Bemerkung benétigt:

Bemerkung 2.6.4:
Mit der zweiten Voraussetzung von Satz 2.6.3 kann (2.6.4) auch folgendermafSen lauten:
{VGV(Q’) i(v) = 6}‘- > 0(log\A(5’, Z)\) (2.6.5)
S P —_——
A(3".1)=0 <[V(g"I
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2.7 Laufzeit einer Pfadsuche

2.7 Laufzeit einer Pfadsuche

In diesem Abschnitt wird die Laufzeit der Prozedur Suche_Pfad(S, T) angegeben. Dazu
wird vorausgesetzt, dass fiir jede Verdrahtungsebene z € Z und jede Track-Koordinate t € T,
gilt:

> <z (2.7.1)

IeZ,(t):a;=0

Werden die in Abschnitt 1.3 vorgestellten Funktionen als future cost genutzt, ist diese Vor-
aussetzung erfillt.

2.7.1 Prozedur Suche_Pfad

Die schnelle Realisierung der Prozedur wird nochmals angegeben:

Prozedur Suche_Pfad (S, T)

® Initialisierung
fiir alle B € B, A € Z tue
| R(B,A) <0
fiir alle w € V(G’) tue
Sei ] € Z das Intervall mit w € J.
wenn w € S dann
| Label_Intervall(m(w),w,])
sonst
| Label_Intervall(oco,w,])

S« min{l (w) ‘ we V(g’)}

@ Permanentlabeln der Knoten mit potenziellen Kosten §
solange § <cound Av € T: [ (v) < § tue
fiir alle B; € BB tue
Prozessiere_Registrierte(R (B;,6),B;, )
L Prozessiere_Block(B;,0)

6<—inf{{1(w)\weV(g'):l(w)>6}u{A>5\3BieB:R(B,-,A) i@}}

Um die Laufzeit der Prozedur Suche_Pfad anzugeben, wird zunéchst der in Abschnitt 2.3
formulierte Satz 2.3.12 bewiesen. Wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, ist dieser Satz Vorausset-
zung fir die Laufzeitangabe der Prozedur Label_Intervall. Der Beweis von Satz 2.3.12
folgt aus folgendem Satz:

Satz 2.7.1:
Die Anzahl der Knoten w € ], fiir die Label_Intervall(A,w,]) innerhalb der Prozedur
Suche_Pfad aufgerufen wird, ist fiir ein Intervall ] € T beschrdnkt durch |Z|.
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Beweis:
Definiere z := z(J). Es gilt 0.B.d.A. VR(z) = horizontal [&].

Falls
xHe U U {x(D},

Z'e{z-1,z+1}nZ IeZ(2")

so gilt |J| = |X(J)| < |Z|- Deshalb ist in diesem Fall nichts zu zeigen.

Angenommen, es existiert ein Knoten w € ] fir den es kein 2z’ € {z -1,z + 1} n Z gibt,
sodass ein Intervall I € Z(z") mit x(I) = wy existiert. Definiere x := wy. Dann kann ein Auf-
ruf von Label_Intervall(A,w,]) nur in der Prozedur Prozessiere_Block erfolgen.
Dieser Aufruf kann nur erfolgen, falls eine der folgenden Aussagen gilt:

« Es gibt einen Startknoten v € S mit v; = x.
o Es gibt ein Intervall I € Z(z) mit min X(I) = x oder max X(I) = x.
o Es gibt ein Intervall I € Z(B) mit min X(I) < x und maxX(I) > x und aj = 0.

Die Voraussetzung (2.7.1) wird fiir den dritten Fall benétigt. Da fiir jeden Knoten v € S nach
(2.1.1c) der Definition von Z das Intervall {v} in Z enthalten ist, ist der Satz bewiesen. O

2.7.2 Laufzeit von Suche_Pfad(S,T)

Im Folgenden werden die Laufzeitanalysen der vorherigen Abschnitte genutzt, um die Lauf-
zeit eines Aufrufes der Prozedur Suche_Pfad(S, T) anzugeben. Die Labelfunktion I nach
Terminierung von Suche_Pfad(S, T) wird mit [ bezeichnet. Aufierdem bezeichnet 8 den
Wert § in Iteration k der dufleren Schleife in @. Insgesamt gibt es » Iterationen.

Laufzeit der Aktualisierung von §

Wie in Abschnitt 2.5.2 beschrieben, wird in der Prozedur Prozessiere_Block(B;, §) zur
Bestimmung der Intervalle I € Z(B) mit 3v € I : I(v) = § ein Heap H bendtigt. Diese
Heaps konnen zusammengefasst werden, sodass der Wert

inf {I(v) |veV(G'):I(v)> 8}

in Zeit O(log|Z|) bestimmt werden kann. Die Ausfithrungen in Abschnitt 2.5.2 implizieren
auflerdem, dass der Wert

inf {A>8|3B; e B: R(B;,A) # 0}

in Zeit c_y,, bestimmt werden kann. Deshalb ist das Bestimmen von 6y, fiir jeden Index
ke{l,...,n}in Zeit
O (10g|Z]) + c-pas (2.7.2)

moglich.
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Aufruf von Prozessiere_Registrierte

Im Folgenden bezeichnet [ die Labelfunktion I nach Terminierung eines Aufrufes der Pro-
zedur Prozessiere_Registrierte. Um die Laufzeitabschitzung nach Satz 2.6.3 nutzen
zu konnen, wird die Aussage von Satz 2.2.5 genutzt. Mit diesem Satz folgt entsprechend
Bemerkung 2.5.4, dass eine Teilmenge von

U DL xYD)x{z(B)}c |J D(L8,1)xY(I)x{z(B)}

wihrend eines Aufrufes von Prozessiere_Block(B;,§) zu R(B, 8 +c5(Bj, B)) fiir einen
Block B € B hinzugefiigt wird. Damit folgt, dass zu Beginn eines Aufrufes der Prozedur
Prozessiere_Registrierte(R (B;,d),B;, d) gilt:

R(B8)cU| 1) D(L8-cs(B,B;), 1) xY(1)x{z(B:)}

BeB \ IeZ(B)
Also gilt: )
IR (B;,8)] < > > |ID(L,8, 1)
8 e{8—Cmayreend )} 1€
Mit Definition 2.5.6 folgt:

IR (Bi,8)] < 3 A8, 1)
8" €{8—Co x>0}

Eine Voraussetzung, um die Laufzeit der Prozedur Prozessiere_Registrierte entspre-
chend Satz 2.6.3 anzugeben, ist damit erfiillt. Die zweite ist ebenfalls erfiillt, da nach Termi-
nierung der Prozedur Prozessiere_Registrierte(R (B;, ), B;, d) gilt:

vwe|l U RNB;i|:8-2-cp,, <i(w)<$
ReR(B;,8)

Die zweite Ungleichung gilt nach Definition der Prozedur Prozessiere_Registrierte.
Um die erste zu zeigen, nutze die Existenz eines Knotens v € I'_ (w) mit v € B, sodass nach
Aufruf von Prozessiere_Block(B,8 — cr ((v,w)) ) gilt:

JReR(B;,8): weR
Fiir diesen Knoten v gilt nach Satz 2.2.5:
I(v) +cqn((v,w)) =8.

Aus [(w) < 8 -2+ c_y,_folgt dann:

Tlmax

[(w) + cq ((w,v)) <I(w)+2-c g —Cn ((w,v)) <d-cq ((w,v)) =1(v)
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Dies ist ein Widerspruch zur Korrektheit der Prozedur Suche_Pfad, die in Abschnitt 2.2.1
bewiesen wurde.
Wegen

4@, D)] <A )

ist die Laufzeit von Prozessiere_Registrierte(R (B;,d),B;,d) nach Satz 2.6.3 be-
schrankt durch:

> (|z\ -0 (log| A&, D)) + [ A&, D)|- O (log \I\)) (2.7.3)
8’6{6—2c,nmax ..... 6}:
A(8,1)#0

Aufruf von Prozessiere_Block

Entsprechend Satz 2.5.8 ist die Laufzeit von Prozessiere_Block(B;, §) mit Satz 2.2.5 be-
schrankt durch:

» [T (B:)] - JA(8', 1)] - O (log 7] (2.7.4)
8" e{8—C_nmaxr-r0+C mmay }

Gesamtlaufzeit Abschnitt @
Aufsummieren von (2.7.2), (2.7.3) und (2.7.4) ergibt:

» [T (B:)]- O (|Z] - log | A(S', 1) + [A(8', )| - 1og 7]
6’6{5,‘-2'677”“3)( ..... 6i+c*ﬂmax :
A(8,1)+0

Alle n Iterationen von Abschnitt @ sind deshalb realisierbar in Zeit:

Z C—Tfmax '
6’6{51 ,,,,, 6n+c—ﬂmax}:
A(S,1)+0

E(B)|'0(\I|'10g\«4(6’,i)\+\A(6’,i)|-log\I\) (2.7.5)

Gesamtlaufzeit Abschnitt @

Wie in Abschnitt 2.5.2 begriindet, wird von den Mengen R (B, §) mit B € B, A € Zy nur
eine Teilmenge bendtigt, deren Grofle durch c_y,, . - |B| beschriankt ist. Das Aufrufen von
Label_Intervall(oo,w,]) kann fiir ein Intervall ] € Z und einen Knoten w € J entfallen.
Die Laufzeit von Abschnitt @ ist deshalb beschrankt durch:

Cortma * B + 18] - O (log|Z]) (2.7.6)
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Zusammenfassung der Laufzeiten

Aufsummieren von (2.7.5) und (2.7.6) ergibt mit |S| < |Z| nach Definition der Intervallmen-
ge 7 den Satz:

Satz 2.7.2:
Die Prozedur Suche_Pfad(S, T) kann in folgender Zeit realisiert werden:

Bt T
6’&{81 ..... 6n+c—ﬂmax}:
A(8,1)=0

E(B)|- O(|z] - 1og| A8, 1) + |A(8', )| - log ]

2.7.3 Laufzeitvergleich mit Hetzel [1995]

Die in Satz 2.7.2 genannte Laufzeitschranke fiir die Prozedur Suche_Pfad wird nun mit
der in Hetzel [1995] angegebenen verglichen. In Hetzel [1995] erfolgt die Laufzeitanalyse
mit Benutzung der in Abschnitt 1.3.1 vorgestellten Funktion my als future cost. Somit ist die
Anzahl der Blocke entsprechend den Ausfithrungen in Abschnitt 1.4.3 durch die Anzahl der
Ebenen des Chips gegeben und kann deshalb als Konstante betrachtet werden. Auflerdem
beschrinkt sich die Laufzeitanalyse in Hetzel [1995] auf |T| = 1 bzw. eine Intervallmenge Z,
sodass aj # 0 fiir alle I € Z gilt. Also gilt | A(S, )| < |Z| firralle § € {8,...,8, +c_n,,. }. Da
Comtpay < 2 - Mmax {c(e) | ecE(G ’)} und dieses Maximum ebenfalls als Konstante fiir einen
Chip betrachtet werden kann, ist die Laufzeit der Prozedur Suche_Pfad beschrinkt durch:

> O(Iz] log|z])
8'e{81,8n )

Auflerdem kann mit Bemerkung 2.6.4 eine andere Laufzeitschranke angegeben werden.
Nach dieser Bemerkung und Satz 2.2.5 kann der Term

1] log A5 )
der Summe in Satz 2.7.2 anders angegeben werden. Mit den Abschitzungen

1< V(@)| und S AGLDI <[V
8/ {8108 +C—mmay

A(8,1)0

ergibt sich neben Satz 2.7.2 die folgende Laufzeitschranke:
[v(gh]-0 (log ‘V(g')‘)

In Hetzel [1995] wird die Laufzeitschranke

min {(9 (U- |Z| - log|Z ) |v(gH|-o (log‘V(g')‘)}

angegeben, wobei U := §,, — §; + L. Die in Satz 2.7.2 genannte Laufzeitschranke der Prozedur
Suche_Pfad ist also eine Erweiterung im Vergleich zu Hetzel [1995], da die Einschrankung
|T| = 1bzw. aj # O fiir alle I € Z nicht vorausgesetzt wird und die Funktion 7 nicht auf die
in Abschnitt 1.3.1 vorgestellte Funktion my; beschrankt ist.
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2.8 Visualisierung einer Pfadsuche

Die nachfolgenden Abbildungen zeigen einen Ausschnitt einer Pfadsuche, die mit der Pro-
zedur Suche_Pfad auf einem anwendungsspezifischen Chip der 45 nm Technologie durch-
gefithrt wurde. Fiir eine Verdrahtungsebene z € Z ist die Menge der Track-Koordinaten so
definiert, dass fiir die Kosten einer Kanten e € E(G'[V,]) entgegen der Vorzugsrichtung
gilt:

z=0: c(e) =140
z=1: c¢(e)=140
z=2: c¢(e)=190

Die Abbildungen zeigen drei Verdrahtungsebenen. Die Menge der Startknoten S ist blau
und die Menge der Zielknoten T ist rot = hinterlegt. Jedes Intervall I € Z ist durch ein
beige I farbenes Rechteck dargestellt. Ein Intervall I wird erst initialisiert, wenn ein Knoten
v € I gelabelt wird. Daher sind ebenfalls uninitialisierte Intervalle abgebildet, die ggfs. bei
Initialisierung unterteilt werden. Der kiirzester S-T-Pfad, der bestimmt wurde, ist gelb
unterlegt. Die Intervallmenge Z geniigt neben den Bedingungen in Definition 2.1.1 weiteren
Eigenschaften, die innerhalb von BONNROUTE® definiert sind. Daher kann es insbesondere
mehrere Intervalle geben, die nur einen Knoten enthalten.

Als future cost wurden die Abschnitt 1.3.1 vorgestellten Funktionen myy bzw. mp verwendet.
Fiir das Beispiel gilt:

min {nH(v) ‘ Ve S} =1260 min{np(v) ‘ ve S} = 2100

Die Lange eines kiirzesten S-T-Pfades bzgl. ¢ betragt 6880 Einheiten.

Um die Darstellung des Labelwertes I(v) fiir einen Knoten v € V(G’) zu erkléren, be-
trachte eine Verdrahtungsebene z € Z mit horizontaler [<5] Vorzugsrichtung. Fiir einen
Knoten v € V; ist der Labelwert /(v) durch ein Quadrat dargestellt, dessen Farbe entspre-
chend der Legende gewihlt ist. Falls (I1(v), 1) € A () fiir das Intervall T € Z(z) mit v € I,
ist das Quadrat grof3 gewiéhlt, andernfalls ist es klein gewéhlt. Innerhalb von BONNROUTE®
werden also nur die grofien Quadrate abgespeichert.

Zu beachten ist, dass die gezeigte Instanz recht einfach gewihlt ist. Allerdings ist eine
derart grofie Menge an Zielknoten nicht uniiblich, da oftmals an bereits gelegte Drahte an-
geschlossen werden muss. Auflerdem wird deutlich, dass die Verwendung der future cost mp
weniger Labeloperationen impliziert.

Die Laufzeit zur Verdrahtung des ganzen Chips kann nicht angegeben werden, da An-
passungen anderer Programmteile von BONNROUTE® an die 45nm Technologie noch nicht
abgeschlossen sind.
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2.8 Visualisierung einer Pfadsuche
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Kapitel 2 Schnelle Pfadsuche
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2.8 Visualisierung einer Pfadsuche
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2.8 Visualisierung einer Pfadsuche
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